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1 Introduction

Dear reader,
these notes are related to logarithmic equations and inequalities, as they are currently studied

at the scientific high school; they are designed as a summary for revision, especially for the most
difficult students. If some passage appears to have been carried out in a too extensive and detailed
manner, please be patient: the best and most capable will understand the same, but we will not
leave behind the less good.

These notes are a support and supplement to the usual school textbooks.

I hope that what is reported in this work is, if not helpful, at least not harmful. To improve what
is written and highlight any errors, do not hesitate to write to me.

I apologize for my bad English.

email: prof.virdis@tiscali.it

1.1 License and Copyright

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

CC BY-NC-ND.

• You must attribute the work in the manner specified by the author or licensor (but not in any
way that suggests that they endorse you or your use of the work).

• You may not use this work for commercial purposes.

• You may not alter, transform, or build upon this work.

cbnd

δωρεὰν ελ̓άβετε, δωρεὰν δότε (Mt. 7.8)

1
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1.2 Credits

We would like to thank those who have had the patience to read these pages and report errors of
various kinds. In particular:

Benedetta Olla, Federico Belvisi.



2 Logarithmic functions

The logarithm in base 𝑎 of a number 𝑥 is the exponent to which the base must be raised to obtain
that number.

A logarithmic function with base 𝑎 and exponent 𝑥 is the inverse of an exponential function
𝑦 = 𝑎𝑥.

𝑦 = log𝑎 𝑥 ⇔ 𝑥 = 𝑎𝑦 ; 𝑎 > 0 ∧ 𝑎 ≠ 1 ; 𝑥 ∈ ℝ+ (2.1)

The domain is given by all positive real numbers.
The codomain is given by all real numbers.
All logarithms pass through the point of coordinates 𝑃(1; 0).
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𝑥

𝑦

𝑦 = log𝑎 𝑥

𝑎 > 1
0 < 𝑎 < 1

If the base is between zero and one the function is decreasing.
If the base is greater than one the function is increasing.

Properties of logarithms

{𝑎, 𝑥, 𝑦} ∈ ℝ+ ; 𝑏 ∈ ℝ
log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦 = log𝑎 𝑥𝑦 log𝑎 𝑥𝑏 = 𝑏 log𝑎 𝑥

log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦 = log𝑎
𝑥
𝑦

log𝑎 𝑎 = 1 log𝑎 1 = 0

𝑥 = 𝑎log𝑎 𝑥 log𝑎 𝑥 =
log𝑐 𝑥
log𝑐 𝑎
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3 Logarithmic equations

3.1 Elementary equations

The elementary logarithmic equations have the following form:

log𝑎 𝑥 = 𝑏 (3.1)

where 𝑎 is the base of the logarithm and 𝑏 is a number.
They are solved by applying the definition of logarithm.

𝑦 = log𝑎 𝑥 ⇔ 𝑥 = 𝑎𝑦 (3.2)

Example: log3 𝑥 − 5 = 0

• We express the conditions of existence of the logarithm.

C.E. 𝑥 > 0 (3.3)

• In general we try to have a single addend to the first and second members.

log3 𝑥 = 5 (3.4)

• Let’s apply the definition of logarithm.

𝑥 = 35 = 243 (3.5)

• We check that the obtained solution is compatible with the conditions of existence: in this
case, yes, so the solution is indeed the one found

As an aid to the solution let us remember that log𝑎 𝑎 = 1 e log𝑎 1 = 0.
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Esercizio 1 Solve the equation log5 𝑥 = 2

The conditions for existence tell us that 𝑥 > 0.
We then apply the definition of logarithm and write that:

𝑥 = 52 = 25 (3.6)

This solution is compatible with C.E. .
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3.2 Equations reducible to elementary

A fundamental type of logarithmic equation reducible to elementary form has the following
shape.

log𝑎 𝑓(𝑥) = 𝑏 (3.7)

where 𝑓(𝑥) is some expression in the variable 𝑥, 𝑎 is the base of the logarithm, and 𝑏 is a number.

They are solved by applying the definition of logarithm, as for elementary ones, but by trans-
forming the logarithmic equation into another type of equation. This type of equation, as usu-
ally found in textbooks, replaces 𝑓(𝑥) with an algebraic function, thus yielding an algebraic
equation.

𝑦 = log𝑎 𝑥 ⇔ 𝑥 = 𝑎𝑦

𝑏 = log𝑎 𝑓(𝑥) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑏
(3.8)

Example: log7(3𝑥 − 4) − 2 = 0

• Let’s write the conditions for the existence of the logarithm.

C.E. (3𝑥 − 4) > 0 𝑥 > 4
3 (3.9)

• In general we try to have a single addend to the first and second members.

log7(3𝑥 − 4) = 2 (3.10)

• Let’s apply the definition of logarithm.

3𝑥 − 4 = 72

3𝑥 = 4 + 49

𝑥 = 53
3

(3.11)

• We check that the solution obtained is compatible with the conditions of existence: in this
case yes, therefore the solution is precisely the one found.

As an aid to the solution, let’s remember that log𝑎 𝑎 = 1 e log𝑎 1 = 0.
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Esercizio 2 Risolvi l’equazione ln(5 − 𝑥) = 3

Esprimiamo le condizioni di esistenza del logaritmo.

C.E. (5 − 𝑥) > 0 𝑥 < 5 (3.12)

Applico la definizione di logaritmo, ricordando che ln sta per logaritmo naturale e
quindi la base è e.

5 − 𝑥 = e3

𝑥 = 5 − e3
(3.13)

dove e3 è semplicemente un numero positivo.
L’ultimo risultato è compatibile con le condizioni di esistenza, quindi è la soluzione.
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3.3 Equazioni risolubili con le proprietà dei logaritmi

Un altro tipo di equazioni logaritmiche è quello in cui compaiono la somma o differenza di
logaritmi con la stessa base o il prodotto di un numero per un logaritmo sempre con la stessa
base.

Applicando le proprietà fondamentali dei logaritmi questi si possono aggregare assieme,
trasformando tali equazioni nella precedente tipologia di riconducibili ad elementari.

log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦 = log𝑎 𝑥𝑦 log𝑎 𝑥𝑏 = 𝑏 log𝑎 𝑥

log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦 = log𝑎
𝑥
𝑦

log𝑎 𝑎 = 1 log𝑎 1 = 0

𝑥 = 𝑎log𝑎 𝑥 log𝑎 𝑥 =
log𝑐 𝑥
log𝑐 𝑎

Si faccia attenzione alla seconda relazione log𝑎 𝑥𝑏 = 𝑏 log𝑎 𝑥 quando la 𝑏 è un esponente pari,
in quanto con la trasformazione la relazione potrebbe farci perdere delle soluzioni.

Esercizio 3 Risolvi l’equazione 2 log4(3 − 𝑥) − log4(4 − 2𝑥) = 1
2

Esprimiamo le condizioni di esistenza del logaritmo.

C.E. {3 − 𝑥 > 0
4 − 2𝑥 > 0

{𝑥 < 3
2𝑥 < 4

{𝑥 < 3
𝑥 < 2

⇒ 𝑥 < 3 (3.14)

Nella nostra equazioni compaiono più logaritmi, ma con la stessa base: proviamo ad aggregarli
assieme. Il fattore 2 davanti al primo logaritmo può passare come esponente dell’argomento e la
differenza tra due logaritmi con la stessa base è uguale al logaritmo del rapporto tra gli argomenti.

2 log4(3 − 𝑥) − log4(4 − 2𝑥) = 1
2

log4(3 − 𝑥)2 − log4(4 − 2𝑥) = 1
2

log4
(3 − 𝑥)2
(4 − 2𝑥) =

1
2

(3.15)

Adesso abbiamouna equazione di quelle che abbiamo chiamato ”riconducibili ad elementari”. Quindi
possiamo applicare la definizione di logaritmo.

(3 − 𝑥)2
(4 − 2𝑥) = (4)

1
2 = √4 = 2

(3 − 𝑥)2
(4 − 2𝑥) − 2 = 0

9 − 6𝑥 + 𝑥2 − 2(4 − 2𝑥)
(4 − 2𝑥) = 0

(3.16)

Abbiamo un’equazione fratta: la frazione vale zero solo se vale zero il numeratore. Il denomina-
tore, fin dai passaggi precedenti, era sicuramente diverso da zero per le condizioni di esistenza del
logaritmo: procediamo con il solo numeratore.
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9 − 6𝑥 + 𝑥2 − 8 + 4𝑥 = 0
𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0

(𝑥 − 1)2 = 0
𝑥 = 1

(3.17)

La soluzione è 𝑥 = 1 ed è compatibile con la condizione di esistenza (𝑥 < 3).

Esercizio 4 Risolvi l’equazione log3 𝑥 − log6 𝑥 = 0

Esprimiamo le condizioni di esistenza dei logaritmo.

C.E. 𝑥 > 0 (3.18)

In questa equazione abbiamo due logaritmi con base diversa: non possiamo aggregarli a meno che
non abbiamo la stessa base. Per cui facciamo un cambiamento di base di uno dei due in modo che
questo abbia la stessa base dell’altro. Trasformiamo il logaritmo con la base più grande.

log6 𝑥 =
log3 𝑥
log3 6

(3.19)

Il log3 6 è un numero, ma non è esprimibile come numero intero, per cui lo lasciamo indicato così
come è. Normalmente, nei testi scolastici, questi logaritmi sarebbero trasformabili in un numero
intero per avere dei passaggi successivi più facili.
Sostituiamo il logaritmo ottenuto nell’equazione di partenza ed eliminiamo la frazione per rendere
l’equazione più leggibile.

log3 𝑥 − log6 𝑥 = 0

log3 𝑥 −
log3 𝑥
log3 6

= 0

(log3 6 − 1) log3 𝑥 = 0

(3.20)

Abbiamo un’equazione scomposta in fattori: applichiamo la legge dell’annullamento del prodotto e
scriviamo che:

log3 𝑥 = 0 (3.21)

Un logaritmo vale zero solo se l’argomento vale uno. Per cui la soluzione è 𝑥 = 1, compatibile con
le condizioni di esistenza.

Esercizio 5 Risolvi l’equazione 4 = log3(2 − 3𝑥)2

Esprimiamo le condizioni di esistenza dei logaritmo.

C.E. (2 − 3𝑥)2 > 0 (3.22)

Questa disequazione è sempre verificata se la base della potenza è diversa da zero, ovvero quando:

2 − 3𝑥 ≠ 0 − 3𝑥 ≠ −2 𝑥 ≠ 2
3 (3.23)
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Per risolvere l’equazione trasformiamo il primo membro in un logaritmo con la stessa base del sec-
ondo membro. Ricordiamo che log𝑎 𝑎 = 1.

4 = log3(2 − 3𝑥)2

4 log3 3 = log3(2 − 3𝑥)2

log3 34 = log3(2 − 3𝑥)2
(3.24)

Adesso possiamo eguagliare gli argomenti dei logaritmi.

34 = (2 − 3𝑥)2

81 = 4 − 24𝑥 + 9𝑥2

9𝑥2 − 12𝑥 − 77 = 0
(3.25)

𝑥1,2 =
12 ± √122 − 4(9)(−77)

18 = 24 ± √2916
18 = 24 ± 54

18 = 8 ± 9
3

𝑥1 =
8 + 9
3 = 13

3 ; 𝑥2 =
8 − 9
3 = −53

(3.26)

Entrambe le soluzioni sono compatibili con le condizioni di esistenza.

Osservazione
Se avessimo trasformato l’equazione iniziale 4 = log3(2−3𝑥)2 nella 4 = 2 log3(2−3𝑥) avremmo

perso una soluzione in quanto avremmo implicitamente supposto che 2 − 3𝑥 sia sempre positivo,
mentre nell’equazione di partenza avrebbe potuto essere anche negativo.
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3.4 Equazioni risolubili con un’incognita ausiliaria

Un’ultima categoria di equazioni logaritmiche è quella in cui possiamo individuare uno stesso
identico logaritmo in una o più elementi dell’equazione. Sostituendo quella funzione logarit-
mica conun’incognita ausiliaria si può tentare di trasformare l’equazione logaritmica in un’equazione
algebrica. Risolta l’equazione algebrica si attribuiscono i risultati ottenuti al logaritmodi partenza,
ottenendo una o più equazioni logaritmiche elementari.

Esempio: 3 log25 𝑥 + 18 log5 𝑥 + 24 = 0

• Imponiamo le condizioni di esistenza per i logaritmi.

C.E. 𝑥 > 0 (3.27)

• I due logaritmi che compaiono hanno la stessa base e lo stesso argomento, ma il primo è
elevato al quadrato e quindi non si possono aggregare assieme.
Possiamo però fare una sostituzione con un cambio di variabile.

log5 𝑥 = 𝑡
3𝑡2 + 18𝑡 + 24 = 0

(3.28)

• Abbiamo ottenuto un’equazione algebrica di secondo grado: risolviamola.

𝑡1,2 =
−18 ± √182 − 4 ⋅ 3 ⋅ 24

6 = −18 ± √36
6 = −18 ± 6

6 (3.29)

𝑡 = −2 ; 𝑡 = −4 (3.30)

• Eguagliamo il logaritmo di partenza ai due valori ottenuti per 𝑡, ottenendo due equazioni
logaritmiche elementari.

log5 𝑥 = −2 ; 𝑥 = 5−2 = 1
52 =

1
25

log5 𝑥 = −4 ; 𝑥 = 5−4 = 1
54 =

1
625

(3.31)

Entrambe le soluzioni sono compatibili con le condizioni di esistenza (𝑥 > 0).
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3.5 Equazioni esponenziali risolubili con i logaritmi

Le equazioni esponenziali elementari si risolvono riducendo l’equazione a due esponenziali con
la stessa base posti ai duemembri dell’equazione. Questo non è sempre possibile, ma con l’aiuto
dei logaritmi si possono avere anche due basi diverse a primo e secondo membro.

Il logaritmo è la funzione inversa dell’esponenziale. Facendo il logaritmo del primo e sec-
ondo membro dell’equazione riusciamo a mettere in evidenza l’esponente di uno dei dei espo-
nenziali e quindi l’incognita.

Esempio: 3𝑥+1 − 10 = 0

• Si cerca in generale di aver un unico addendo a primo e secondo membro.

3𝑥+1 = 10 (3.32)

• Questo è stato possibile, ma non abbiamo la stessa base. Tuttavia possiamo fare il logar-
itmo di primo e secondo membro, logaritmo nella base dell’espressione con l’incognita.

log3(3𝑥+1) = log3(10)
(𝑥 + 1) ⋅ log3 3 = log3 10

𝑥 + 1 = log3 10
𝑥 = −1 + log3 10

(3.33)

Esercizio 6 Risolvi la seguente equazione: 52𝑥−3 − 71−4𝑥 = 0

Lasciamo un esponenziale a primo membro e portiamo l’altro a secondo membro.

52𝑥−3 = 71−4𝑥 (3.34)

Non abbiamo la stessa base. Possiamo usare i logaritmi. L’incognita è presente con entrambe le basi:
scegliamo come base per il logaritmo quella che preferiamo. Qui scelgo la base 5.

log5(52𝑥−3) = log5(71−4𝑥)
(2𝑥 − 3) log5 5 = (1 − 4𝑥) log5 7

2𝑥 − 3 = log5 7 − 4𝑥 log5 7
2𝑥 + 4𝑥 log5 7 = 3 + log5 7
𝑥(2 + 4 log5 7) = 3 + log5 7

𝑥 =
3 + log5 7
2 + 4 log5 7

(3.35)

Se l’espressione ottenuta non è ritenuta abbastanza elegante si può tentare di scriverla diversamente
applicando un cambiamento di base ai logaritmi e facendoli diventare logaritmi naturali.

3 + log5 7
2 + 4 log5 7

=
3 + ln 7

ln 5
2 + 4 ln 7ln 5

=
3 ln 5 + ln 7

ln 5
2 ln 5 + 4 ln 7

ln 5

= 3 ln 5 + ln 7
2 ln 5 + 4 ln 7 (3.36)
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4 Disequazioni logaritmiche

4.1 Disequazioni elementari

Le equazioni logaritmiche elementari hanno la forma del tipo:

log𝑎 𝑥 > 𝑏 (4.1)

dove 𝑎 è la base del logaritmo e 𝑏 un numero.
I metodo di risoluzione

Trasformiamo il numero a secondo membro in logaritmo, moltiplicandolo per 1 = log𝑎 𝑎, e
passiamo dalla relazione tra logaritmi alla relazione tra gli argomenti.

log𝑎 𝑥 > 𝑏 ⋅ 1
log𝑎 𝑥 > 𝑏 ⋅ log𝑎 𝑎
log𝑎 𝑥 > log𝑎 𝑎𝑏

(4.2)

Se la base 𝑎 è maggiore di uno la relazione tra gli argomenti segue quella tra i logaritmi.

𝑎 > 0 ⇔ 𝑥 > 𝑎𝑏 (4.3)

Se la base 𝑎 è compresa tra zero e uno la relazione tra gli argomenti ha verso opposto a quella
tra i logaritmi.

0 < 𝑎 < 1 ⇔ 𝑥 < 𝑎𝑏 (4.4)

II metodo di risoluzione
Si passa direttamente dalla relazione 4.1 alle relazioni 4.3 e 4.4, in analogia alla definizione di
logaritmo usata per le equazioni elementari.

log𝑎 𝑥 > 𝑏 ⇒ {𝑥 > 𝑎𝑏 se 𝑎 > 1
𝑥 < 𝑎𝑏 se 0 < 𝑎 < 1

(4.5)

15
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Esercizio 7 Risolvi la disequazione log6 𝑥 < 5

Le condizioni di esistenza ci dicono immediatamente che 𝑥 > 0.

I metodo di risoluzione

log6 𝑥 < 5 ⋅ 1
log6 𝑥 < 5 ⋅ log6 6
log6 𝑥 < log6 65

(4.6)

Se passiamo alla relazione tra gli argomenti, considerando che la base è maggiore di uno, possiamo
scrivere:

𝑥 < 65 (4.7)

La soluzione è compatibile con le condizioni di esistenza.

II metodo di risoluzione
Possiamo scrivere direttamente che:

𝑥 < 65 (4.8)

4.2 Altri tipi di disequazioni

Gli altri tipi di disequazioni logaritmiche si possono ricondurre direttamente alle analoghe
tipologie di equazioni prima illustrate, tenendo sempre conto quanto qui indicato per le dis-
equazioni elementari.
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