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ne1 Introduzione

Caro lettore,
questi appunti sono relativi alla geometria analitica dello spazio, quale si studia attualmente al

liceo scientifico. Ho iniziato elencando una serie di competenze per i miei alunni e per me. Ho poi
sentito l’esigenza di completare questo elenco con una breve indicazione teorica e uno o più esempi
relativi alle singole voci. Questi appunti sono pensati soprattutto per gli alunni più in difficoltà. Se
qualche passaggio appare svolto in maniera troppo estesa e particolareggiata si porti pazienza: i più
bravi e capaci capiranno lo stesso, ma non lasceremo indietro i meno bravi.

Tutti gli esercizi sono stati scritti con i primi numeri venuti in mente, senza cercare soluzioni più
gradevoli. Questi non sono necessariamente esercizi da dare direttamente nelle verifiche. Qualche
frazione o radice antipatica può comparire tranquillamente: il mondo non è fatto solo da numeri
interi.

La seconda parte presenta quasi tutti i quesiti di geometria analitica dello spazio proposti all’esame
di stato del liceo scientifico negli ultimi anni, con le rispettive soluzioni. Nelle soluzioni sono presenti
i richiami alle competenze elencate nella prima parte. I testi sono riportati esattamente con la stessa
notazione del testo originale; nella soluzione ho invece utilizzato la stessa notazione del resto di
questo documento.

Spero che quanto riportato in quest’opera sia se non di aiuto almeno non dannoso. Per migliorare
quanto scritto e evidenziare qualsiasi errore non esitate a scrivermi.

email: prof.virdis@tiscali.it

1.1 Licenza e Copyright

Questo file e documento viene concesso con licenza Creative Commons. CC BY-NC-ND.

• Devi attribuire la paternità dell’opera nei modi indicati dall’autore o da chi ti ha dato l’opera in
licenza e in modo tale da non suggerire che essi avallino te o il modo in cui tu usi l’opera.

• Non puoi usare quest’opera per fini commerciali.

• Non puoi alterare o trasformare quest’opera, né usarla per crearne un’altra.

cbnd

δωρεν λάβετε, δωρεν δότε (Mt. 7.8)

1
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1.2 Ringraziamenti

Si ringraziano coloro che hanno avuto la pazienza di leggere queste pagine e di segnalare errori
di vario tipo. In particolare:

Alessandro Cuboni, Alessandra Trapani.

... così pochi trovano qualcosa da correggere?
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Tutte le relazioni che seguono sono essenzialmente identiche a quelle che si ritrovano nel piano,
ma con una coordinata spaziale in più.

2.1 Distanza tra due punti

La distanza tra un puntoA(xA;yA; zA) e puntoB(xB;yB; zB) si trova direttamente con la seguente
formula:

dAB = √(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 (2.1)

Ovviamente la distanza tra A e B è uguale alla distanza tra B e A. Allo stesso modo l’ordine in
cui compaiono i punti nella formula non ha importanza.

Esercizio 1 Trova la distanza tra i puntiA(−3; 2, 0) e B(−2; −1; 8).

dAB =√(−2 − (−3))2 + (−1 − 2)2 + (8 − 0)2 =

√(1)2 + (−3)2 + (8)2 = √1 + 9 + 64 = √74
(2.2)

2.2 Punto medio di un segmento: definizione e formula

Il punto medio di un segmento è il punto del segmento equidistante dai suoi estremi. Se il
segmento ha per estremi il punto A(xA;yA; zA) e il punto B(xB;yB; zB) allora le coordinate del
punto medio Pm sono:

Pm (xm;ym; zm) = (
xA + xB

2 ;
yA + yB

2 ;
zA + zB

2 ) (2.3)

5
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2.3 Somma e differenza tra due vettori

Un vettore v⃗ nello spazio può essere identificato con le coordinate della sua punta quando
applicato nell’origine degli assi cartesiani. Queste coordinate rappresentano anche le componenti
del vettore rispetto agli assi coordinati.

v⃗ ≡ (vx; vy; vz) ≡ vx ⃗𝐢 + vy ⃗𝐣 + vz�⃗� (2.4)

I vettori ⃗𝐢, ⃗𝐣 e �⃗� sono vettori unitari (versori) paralleli agli assi coordinati.

La somma algebrica ⃗c di due vettori a⃗ e b⃗ è un vettore che ha per componenti la somma
algebrica delle rispettive componenti di a⃗ e b⃗.

⃗c = a⃗ + b⃗
(cx; cy; cz) = (ax + bx;ay + by;az + bz)

cx ⃗𝐢 + cy ⃗𝐣 + cz�⃗� = (ax + bx) ⃗𝐢 + (ay + by) ⃗𝐣 + (az + bz)�⃗�

(2.5)

Esercizio 2 Trova la somma ⃗c e la differenza d⃗ tra i vettori a⃗ ≡ (−7; 6; 0) e b⃗ ≡ (−3; −1; 5).

Applichiamo immediatamente quanto scritto prima:

⃗c ≡ (−7 − 3; 6 − 1; 0 + 5) = (−10; 5; 5) (2.6)

d⃗ ≡ (−7 − (−3); 6 − (−1); 0 − 5) = (−4; 7; −5) (2.7)

2.4 Vettore per due punti

Dati due punti A e B nello spazio possiamo ricavare il vettore A⃗B che ha per estremi i due punti
come vettore differenza tra quello associato al secondo punto meno il primo.

A⃗B = B⃗ − A⃗
(abx;aby;abz) = (bx − ax;by − ay;bz − az)

(2.8)

Il modulo del vettore non dipende dall’ordine con cui prendiamo i due punti, ma il verso invece
sì.

2.5 Modulo di un vettore

Il modulo di un vettore a⃗ è un numero che esprime l’intensità o lunghezza del vettore.
Dalla formula della distanza tra due punti (l’origine degli assi e la punta del vettore) possiamo

scrivere:
|a⃗| = √(ax)2 + (ay)2 + (az)2 (2.9)

6
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2.6 Prodotto di uno scalare per un vettore

2.6 Prodotto di uno scalare per un vettore

Il prodotto di uno scalare k per un vettore a⃗ è un vettore che ha per componenti il prodotto dello
scalare k per le componenti del vettore a⃗.

k ⋅ a⃗ = (kax; kay; kaz) (2.10)

2.7 Prodotto scalare tra due vettori e coseno dell’angolo compreso

Il prodotto scalare tra due vettori a⃗ e b⃗ è un numero (uno scalare) legato al valore dei due vettori.
Se |a⃗| è il modulo del vettore a⃗, |b⃗| il modulo del vettore b⃗ e α l’angolo da essi formato, allora

possiamo definire il loro prodotto scalare come:

a⃗ ⋅ b⃗ = |a⃗||b⃗| cosα (2.11)

Oppure, prendendo le componenti dei due vettori:

a⃗ ⋅ b⃗ = axbx + ayby + azbz (2.12)

In un sistema di coordinate cartesiane monometrico le due definizioni portano allo stesso
risultato. La prima definizione è molto usata in fisica; nel contesto della geometria analitica la
seconda risulta però molto più utile.

Dalla prima definizione, ricordando che cos(90°) = 0, possiamo dire che, se due vettori sono
perpendicolari, allora il loro prodotto scalare è nullo.

La stessa relazione ci consente di ricavare il coseno dell’angolo compreso tra i due vettori:

cosα =
a⃗ ⋅ b⃗
|a⃗||b⃗|

(2.13)

Esercizio 3 Trova il prodotto scalare a⃗ ≡ (−7; 6; 0) e b⃗ ≡ (−3; −1; 5).

Immediatamente scriviamo:

p = −7 ⋅ (−3) + 6 ⋅ (−1) + 0 ⋅ 5 = 21 − 6 = 15 (2.14)

Esercizio 4 Trova l’angolo tra i vettori a⃗ ≡ (−4; 3; −9) e b⃗ ≡ (7; 6; −5).

Troviamo l’angolo tra i due vettori ricavando il coseno dell’angolo compreso e poi il suo arcocose-
no.

cosα =
a⃗ ⋅ b⃗
|a⃗||b⃗|

(2.15)

a⃗ ⋅ b⃗ = −4(7) + 3(6) − 9(−5) = −28 + 18 + 45 = 35 (2.16)

|a⃗| = √(−4)2 + (3)2 + (−9)2 = √16 + 9 + 81 = √106 (2.17)

|b⃗| = √(7)2 + (6)2 + (−5)2 = √49 + 36 + 25 = √110 (2.18)

cosα =
35

√106 ⋅ √110
≃ 0, 354 (2.19)

α = arccos(0,354) ≃ 71° (2.20)

7
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2.8 Prodotto vettoriale tra due vettori e seno dell’angolo compreso

Il prodotto vettoriale v⃗ tra due vettori a⃗ e b⃗ è un vettore perpendicolare al piano su chi giacciono
gli altri due.

Se |a⃗| è il modulo del vettore a⃗, |b⃗| il modulo del vettore b⃗ e α l’angolo più piccolo da essi
formato, allora possiamo definire il modulo del prodotto vettoriale come:

|v⃗| = |a⃗ ∧ b⃗| = |a⃗||b⃗| sinα (2.21)

Oppure, prendendo le componenti dei due vettori:

a⃗ ∧ b⃗ =
|
|
|
|
|

⃗𝐢 ⃗𝐣 �⃗�
ax ay az
bx by bz

|
|
|
|
|
= ⃗𝐢(aybz − byaz) − ⃗𝐣(axbz − bxaz) + �⃗�(axby − bxay) (2.22)

Proprietà del prodotto vettoriale:

1. É un prodotto anticommutativo cioè a⃗ ∧ b⃗ = −b⃗ ∧ a⃗.
2. É un vettore perpendicolare al piano degli altri due.
3. Il prodotto vettoriale ⃗c e i due vettori da cui deriva formano una terna destra; ovvero,

allineando l’indice e medio rispettivamente ai vettori a⃗ e b⃗ allora il pollice risulta allineato
al vettore ⃗c.

Dalla prima definizione, ricordando che sin(0°) = 0, possiamo dire che, se due vettori sono
paralleli, allora il loro prodotto vettoriale è nullo.

La stessa relazione ci consente di ricavare il seno dell’angolo compreso tra i due vettori:

sinα =
|a⃗ ∧ b⃗|
|a⃗||b⃗|

(2.23)

Il simbolo che in questo documento useremo per il prodotto vettoriale è ∧. Questo simbolo
può avere altri significati, ma nel contesto scolastico e soprattutto pensando alla sua scrittura a
mano è meno ambiguo del più corretto simbolo ×.

Esercizio 5 Trova il prodotto vettoriale tra i vettori a⃗ ≡ (4; −5; 1) e b⃗ ≡ (−3; −8; 6).

Immediatamente scriviamo:

a⃗ ∧ b⃗ =
|
|
|
|
|

⃗𝐢 ⃗𝐣 �⃗�
4 −5 1
−3 −8 6

|
|
|
|
|

= ⃗𝐢(−5(6) − (−8)1) − ⃗𝐣(4 ⋅ 6 − (−3)1) + �⃗�(4(−8) − (−3)(−5))

= −22 ⃗𝐢 − 27 ⃗𝐣 − 47�⃗�

(2.24)

8
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3.1 Riconoscere l’orientazione di un piano dai suoi coefficienti

Un piano espresso nella forma cartesiana ax+by+ cz+d = 0 ci dice, dai coefficienti mancanti,
come è orientato rispetto agli assi coordinati. Se manca il termine con la x il piano è parallelo
all’asse x e così via per gli altri termini. Se manca il termine noto d il piano passa per l’origine.

Esercizio 6 Trova l’orientazione del piano di equazione 7x − 2z + 4 = 0 rispetto agli assi cartesiani.

Manca il termine in y: il piano è parallelo all’asse y.

3.2 Vettore normale a un piano

Un piano nello spazio ha la forma cartesiana ax + by + cz + d = 0, dove i coefficienti a, b e c
sono le componenti di un vettore perpendicolare al piano, ovvero il vettore normale al piano.

n⃗ = (a;b; c) (3.1)

Esercizio 7 Trova il vettore normale al piano di equazione 3x − 3y + 7z + 4 = 0.

Immediatamente possiamo scrivere n⃗ = (3; −3; 7).

9
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Esercizio 8 Trova il vettore normale al piano di equazione 3x − 3y + 4 = 0.

In questo caso manca il coefficiente c: questo significa che il piano è parallelo all’asse z.
Attribuiamo alla terza componente il valore nullo: il vettore normale al piano è perpendicolare
all’asse z e quindi non ha componenti lungo quell’asse.
Scriviamo quindi n⃗ = (3; −3; 0).

10
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3.3 Posizione reciproca di due piani

Abbiamo due piani di equazione ax + by + cz + d = 0 e a′x + b′y + c′z + d′ = 0. I due piani
possono essere: paralleli e distinti, paralleli e coincidenti, incidenti (secondo una retta).

I coefficienti a, b e c dell’equazione cartesiana sono le componenti di un vettore perpendico-
lare al piano, ovvero il vettore normale al piano. Se i vettori normali ai due piani sono paralleli i
piani sono paralleli; altrimenti sono incidenti.

Detto altrimenti:

a
a′ =

b
b′ =

c
c′ =

d
d′ piani coincidenti (3.2)

a
a′ =

b
b′ =

c
c′ ≠

d
d′ piani paralleli distinti (3.3)

altrimenti piani incidenti
a
a′ ≠

b
b′ o b

b′ ≠
c
c′ o a

a′ ≠
c
c′ (3.4)

Inoltre, se tutti i parametri dei due piani sono proporzionali le due equazioni rappresentano
lo stesso piano: la forma cartesiana di un piano individua un piano a meno di una costante di
proporzionalità.

Ricordiamoci che i vettori sono paralleli anche quando una stessa componente è nulla in
entrambe i vettori e le altre componenti sono proporzionali. Un caso particolare si ha quando i
piani sono paralleli a un asse: in quel caso il coefficiente della variabile relativa all’asse è nullo.
Se entrambe i piani sono paralleli a un asse allora nelle relazioni precedenti comparirà uno zero
su zero: quali che siano i rapporti relativi alle altre direzioni (se uguali tra di loro) allora i piani
sono paralleli.

Esercizio 9 Trova la posizione reciproca dei piani di equazione x − 6y + z − 4 = 0 e 7y − z = 0.

Mettiamo in relazione i coefficienti dei due piani.

1
0 ≠

−6
7 ≠

1
−1 ≠

−4
0 (3.5)

Di conseguenza i piani sono distinti ed incidenti.
Se rappresentassimo graficamente i due piani (come fatto qui di seguito) sembrerebbero quasi

paralleli; il metodo puramente algebrico ci permette di identificare la posizione reciproca molto più
facilmente.

11
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Esercizio 10 Trova la posizione reciproca dei piani di equazione 6y + z − 4 = 0 e 12y + 2z = 0.

Mettiamo in relazione i coefficienti dei due piani.

0
0 ≠

6
12 =

1
2 ≠

−4
0 (3.6)

Il primo rapporto, pur non essendo uguale ai successivi due, significa che entrambi i piani sono
paralleli a uno stesso asse: l’asse x. Gli altri due rapporti sono uguali tra loro e l’ultimo è diverso,
quindi i piani sono paralleli e distinti.

3.4 Piano passante per un punto e di vettore normale dato

Il piano passante per un punto P(x0;y0; z0) di vettore normale n⃗ = (a;b; c) ha equazione:

a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 (3.7)

Esercizio 11 Trova il piano di direzione n⃗ = (3; −1; 0) e passante per il punto P(4; −1; 2).

Scriviamo immediatamente:

3(x − 4) − 1(y − (−1)) + 0(z − 2) = 0
3x − 12 − y − 1 = 0
3x − y − 13 = 0

(3.8)

12
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3.5 Piano per tre punti

Per tre punti non allineati dello spazio passa un solo piano.
L’equazione cartesiana di un piano nello spazio ax + by + cz + d = 0 dipende da quattro

parametri. Questi parametri sono definiti a meno di una costante di proporzionalità: questo vuol
dire che un parametro può avere un valore qualsiasi (diverso da zero) e gli altri devono essere ad
esso proporzionali. In pratica ci sono solo tre parametri indipendenti.

Per determinare i tre parametri indipendenti basta avere un sistema con tre equazioni in-
dipendenti, le equazioni che si ottengono imponendo il passaggio del piano per i tre punti.

Oppure, se abbiamo tre punti 1, 2, 3 possiamo ricavare l’equazione del piano direttamente
dalla seguente equazione:

|
|
|
|

x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

|
|
|
|
= 0 (3.9)

Esercizio 12 Trova il piano passante per i puntiA(6; 2; −3); B(1; −2; 0); C(4; 2; −1).

Sostituiamo le coordinate dei tre punti nell’equazione del piano ax + by + cz + d = 0.

⎧

⎨
⎩

6a + 2b − 3c + d = 0
a − 2b + d = 0
4a + 2b − c + d = 0

(3.10)

Risolviamo il sistema lineare ottenuto con il metodo di sostituzione, mettendo evidenza a nella
seconda equazione e sostituendola nelle altre due.

⎧

⎨
⎩

6(2b − d) + 2b − 3c + d = 0
a = 2b − d
4(2b − d) + 2b − c + d = 0

; {
12b − 6d + 2b − 3c + d = 0
8b − 4d + 2b − c + d = 0

; {
14b − 5d − 3c = 0
10b − 3d − c = 0

(3.11)
Poi mettiamo in evidenza c nelle seconda rimasta.

{
c = 10b − 3d
14b − 5d − 3(10b − 3d) = 0

; 14b − 5d − 30b + 9d = 0

−16b + 4d = 0 ; 4d = 16b ; d = 4b
(3.12)

Tornando a ritroso per a e per c.

a = 2b − d ; a = 2b − 4b = −2b (3.13)

c = 10b − 3d ; c = 10b − 3(4b) = 10b − 12b = −2b (3.14)

A questo punto abbiamo espresso tutti i coefficienti in funzione di uno di essi (la b).
Poiché l’equazione cartesiana di un piano è espressa a meno di una costante di proporzionalità,
possiamo attribuire a un parametro il valore che vogliamo e agli altri un valore proporzionale a

13
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quello. Poniamo per semplicità b = 1 e calcoliamo a cascata il valore degli altri parametri.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

b = 1
d = 4b = 4
c = −2b = −2
a = −2b = −2

(3.15)

Infine l’equazione del piano è: −2x + y − 2z + 4 = 0.

Si usa attribuire al primo coefficiente il segno positivo, ma non è certo sbagliato lasciare il meno.

Oppure

Utilizziamo la formula che esprime il piano come determinante

|
|
|
|

x − 6 y − 2 z − (−3)
1 − 6 −2 − 2 0 − (−3)
4 − 6 2 − 2 −1 − (−3)

|
|
|
|
= 0 (3.16)

|
|
|
|

x − 6 y − 2 z + 3
−5 −4 3
−2 0 2

|
|
|
|
= 0

(x − 6)[−4(2) − 0(3)] − (y − 2)[−5(2) − (−2)(3)] + (z + 3)[−5(0) − (−2)(−4)] = 0
(x − 6)[−8] − (y − 2)[−4] + (z + 3)[−8] = 0

−8x + 48 + 4y − 8 − 8z − 24 = 0
−8x + 4y − 8z + 16 = 0
−2x + y − 2z + 4 = 0

La preferenza per l’uno o l’altro metodo è essenzialmente personale. Il secondo metodo è riportato
soprattutto nei testi universitari.

14
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3.6 Verificare se un punto appartiene a un piano o a una retta

Se due figure hanno dei punti in comune il sistema con le loro equazioni deve avere una o più
soluzioni. Se un punto appartiene a un piano o a una retta il sistema ottenuto con il punto e il
piano o la retta deve avere un’unica soluzione.

In pratica basta sostituire le coordinate del punto nell’equazione del piano o retta e verificare
se c’è una sola soluzione.

Esercizio 13 Verifica se il punto P(3; 4; −5) appartiene al piano di equazione 7x − y + 2 = 0

Sostituendo le coordinate del punto nell’equazione del piano abbiamo:

7 ⋅ 3 − 1 ⋅ 4 + 0 ⋅ (−5) + 2 = 21 − 4 + 2 = 19 ≠ 0 (3.17)

L’equazione non è soddisfatta: il punto non appartiene al piano.

Esercizio 14 Verifica se il punto P(−1; −6; 2) appartiene alla retta di equazione
⎧

⎨
⎩

x = 2 − t
y = −2t
z = −7 + 3t

.

Sostituiamo le coordinate del punto nell’equazione della retta: tutte e tre le equazioni devono
essere soddisfatte.

⎧

⎨
⎩

−1 = 2 − t
−6 = −2t
2 = −7 + 3t

⎧

⎨
⎩

t = 3
−6 = −2 ⋅ 3
2 = −7 + 3 ⋅ 3

⎧

⎨
⎩

t = 3
−6 = −6
2 = 2

(3.18)

Il punto appartiene alla retta.

3.7 Piano parallelo a un piano e passante per un punto

Due piani paralleli appartengono a un fascio di piani improprio della forma ax+by+cz+k = 0.
Il parametro k può assumere qualsiasi valore e al suo variare individua tutti i piani del fascio.
Se il piano dato è ax + by + cz + d = 0 basta scrivere il fascio associato ax + by + cz + k = 0,
imporre il passaggio del fascio per il punto P e infine trovare il valore di k associato.

Esercizio 15 Trova il piano parallelo al piano di equazione x − 2y + 3z + 1 = 0 e passante per il
punto P(2; 3; −1).

Il piano incognito appartiene al fascio improprio di equazione x − 2y + 3z + k = 0.
Imponendo il passaggio per il punto P otteniamo:

1 ⋅ 2 − 2 ⋅ 3 + 3 ⋅ (−1) + k = 0
2 − 6 − 3 + k = 0

k = 7
(3.19)

Quindi il piano cercato è x − 2y + 3z + 7 = 0.
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3.8 Piano perpendicolare a un piano e passante per due punti

Abbiamo l’equazione cartesiana di un piano a′x+b′y+ c′z+d′ = 0 e le coordinate di due punti
A(xA;yA; zA) e B(xB;yB; zB).

L’equazione cartesiana di un pianoax+by+cz+d = 0 dipende da tre parametri indipendenti.
Per determinare questi tre parametri abbiamo bisogno di tre condizioni. La prima condizione è
data dalla condizione di perpendicolarità tra il vettore direzione del piano dato ⃗n′ = (a′;b′; c′) e
il vettore direzione del piano incognito n⃗ = (a;b; c). La seconda e la terza condizione sono date
dal passaggio del piano per il punto A e B.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ ⃗n′ = aa′ + bb′ + cc′ = 0
axA + byA + czA + d = 0
axB + byB + czB + d = 0

(3.20)

Esercizio 16 Trova il piano perpendicolare al piano di equazione 3x − y − z + 2 = 0 e passante per i
puntiA(1; −4; 3) e B(2; −1; 2).

Il piano dato ha come vettore normale ⃗n′ = (3; −1; −1); quello incognito il vettore n⃗ = (a;b; c).
Imponiamo la perpendicolarità del piano incognito col piano dato e il passaggio per i punti A e B.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ ⃗n′ = 3a − 1b − 1c = 0
a − 4b + 3c + d = 0
2a − b + 2c + d = 0

(3.21)

Usiamo il metodo di sostituzione per risolvere il sistema. Mettiamo in evidenza la c nella prima
relazione e sostituiamola nelle altre.

⎧

⎨
⎩

c = 3a − b
a − 4b + 3(3a − b) + d = 0
2a − b + 2(3a − b) + d = 0

{
a − 4b + 9a − 3b + d = 0
2a − b + 6a − 2b + d = 0

{
10a − 7b + d = 0
8a − 3b + d = 0

(3.22)
Mettiamo in evidenza d nella prima e sostituiamola nella seconda.

{
d = −10a + 7b
8a − 3b − 10a + 7b = 0

− 2a + 4b = 0 2a = 4b a = 2b (3.23)

A questo punto abbiamo espresso tutti i coefficienti in funzione di uno di essi (lab). Poiché l’equazione
cartesiana di un piano è espressa a meno di una costante di proporzionalità, possiamo attribuire a
un parametro il valore che vogliamo e agli altri un valore proporzionale. Poniamo per semplicità
b = 1 e calcoliamo a cascata il valore degli altri parametri.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

b = 1
a = 2b = 2
c = 3a − b = 6 − 1 = 5
d = −10a + 7b = −20 + 7 = −13

(3.24)

Infine l’equazione del piano è: 2x + y + 5z − 13 = 0.
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3.9 Piano perpendicolare a due piani e passante per un punto

L’equazione cartesiana di un piano ax+ by+ cz+ d = 0 dipende da tre parametri indipendenti.
Per determinare questi tre parametri abbiamo bisogno di tre condizioni. La prima e seconda
condizione è data dalla condizione di perpendicolarità tra il vettore direzione dei due piani dati
⃗n′ = (a′;b′; c′) e ⃗n″ = (a″;b″; c″) con il vettore direzione del piano incognito n⃗ = (a;b; c). La

terza condizione é data dal passaggio del piano per il punto A.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ ⃗n′ = aa′ + bb′ + cc′ = 0
n⃗ ⋅ ⃗n″ = aa″ + bb″ + cc″ = 0
axA + byA + czA + d = 0

(3.25)

Esercizio 17 Trova il piano perpendicolare ai piani di equazione y − 2z − 1 = 0 e x + 4y − 3 = 0 e
passante per il punto P(−3; −1; 4).

I vettori direzione dei due piani dati sono rispettivamente ⃗n′ = (0; 1; −2) e ⃗n″ = (1; 4; 0). Im-
poniamo la condizione di perpendicolarità del vettore n⃗ = (a;b; c) del piano da trovare con i due
vettori e il passaggio del piano incognito ax + by + cz + d = 0 per il punto P.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ ⃗n′ = 0a + 1b − 2c = 0
n⃗ ⋅ ⃗n″ = 1a + 4b + 0c = 0
−3a − b + 4c + d = 0

;
⎧

⎨
⎩

b − 2c = 0
a + 4b = 0
−3a − b + 4c + d = 0

(3.26)

Usiamo il metodo di sostituzione per risolvere il sistema. Mettiamo in evidenza la b nella prima
relazione e a nella seconda e sostituiamole nelle altre.

⎧

⎨
⎩

b = 2c
a = −4b = −8c
−3(−8c) − (2c) + 4c + d = 0

24c − 2c + 4c + d = 0 d = −26c (3.27)

A questo punto abbiamo espresso tutti i coefficienti in funzione di uno di essi (la c). Poiché l’equazione
cartesiana di un piano è espressa a meno di una costante di proporzionalità, possiamo attribuire a
un parametro il valore che vogliamo e agli altri un valore proporzionale. Poniamo per semplicità
c = 1 e calcoliamo a cascata il valore degli altri parametri.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

c = 1
a = −8c = −8
b = 2c = 2
d = −26c = −26

(3.28)

Infine l’equazione del piano è: −8x + 2y + z − 26 = 0.
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3.10 Piano parallelo a due rette e passante per un punto

Abbiamo l’equazione parametrica di due rette
⎧

⎨
⎩

x = x1 + tl
y = y1 + tm
z = z1 + tn

e
⎧

⎨
⎩

x = x2 + kl′

y = y2 + km′

z = z2 + kn′

e le coordinate di un punto A(xA;yA; zA).
L’equazione cartesiana di un pianoax+by+cz+d = 0 dipende da tre parametri indipendenti.

Per determinare questi tre parametri abbiamo bisogno di tre condizioni. Sappiamo che un
piano è parallelo a una retta se il suo vettore direzione è perpendicolare al vettore della retta.
Allora la prima e la seconda condizione sono date dalla condizione di perpendicolarità tra il
vettore direzione delle due rette v⃗ = (l;m;n) e ⃗v′ = (l′;m′;n′) e il vettore direzione del piano
n⃗ = (a;b; c). La terza condizione é data dal passaggio del piano per il punto A.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ v⃗ = al + bm + cn = 0
n⃗ ⋅ ⃗v′ = al′ + bm′ + cn′ = 0
axA + byA + czA + d = 0

(3.29)

Esercizio 18 Trova il piano parallelo alle rette di equazione
⎧

⎨
⎩

x = 2 + 3t
y = −3 + 4t
z = 2

e {
x + y − 3 = 0
2x + 3z = 0

e passante per il punto P(2; −3; 1).

Per trovare il piano indicato dobbiamo conoscere i vettori direzione delle due rette: mentre
nella prima retta il vettore direzione si ricava immediatamente dai coefficienti del parametro t, per
l’altra retta dobbiamo prima trasformarla in forma parametrica. Per trasformarla attribuiamo a nostro
arbitrio alla variabile x il parametro k (deve formalmente essere distinto da quello dell’altra retta) e
ricaviamo l’espressione delle altre coordinate in funzione dello stesso parametro.

⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = k
y = −x + 3 = −k + 3

3z = −2x = −2k ; z = −
2
3k

(3.30)

Per cui i vettori direzione delle due rette sono rispettivamente v⃗ = (3; 4; 0) e w⃗ = (1; −1; −
2
3).

Per semplificare i calcoli successivi moltiplichiamo il vettore w⃗ per 3, ottenendo un vettore propor-
zionale e quindi equivalente, ma eliminando la frazione: quindi w⃗ = (3; −3; −2).
A questo punto possiamo costruire un sistema di tre equazioni, imponendo la perpendicolarità del
vettore direzione n⃗ = (a;b; c) con i due vettori e il passaggio del piano ax + by + cz + d = 0 per il
punto.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ v⃗ = 3a + 4b + 0c = 0
n⃗ ⋅ w⃗ = 3a − 3b − 2c = 0
2a − 3b + c + d = 0

(3.31)
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Usiamo il metodo di sostituzione per risolvere il sistema. Mettiamo in evidenza la a nella prima
relazione e sostituiamola nelle altre.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

3a = −4b ; a = −
4
3b

3 (−
4
3b) − 3b − 2c = 0

2 (−
4
3b) − 3b + c + d = 0

{
−4b − 3b − 2c = 0

−
8
3b − 3b + c + d = 0

{
−7b − 2c = 0

−
17
3 b + c + d = 0

(3.32)

Mettiamo in evidenza c nella prima e sostituiamola nell’altra.

⎧

⎨
⎩

c = −
7
2b

−
17
3 b − 7

2b + d = 0

−34b − 21b
6 + d = 0 d = −

55
6 b (3.33)

A questo punto, in ultima analisi, abbiamo espresso tutti i coefficienti in funzione di uno di essi
(la b). Poiché l’equazione cartesiana di un piano è espressa a meno di una costante di proporzionalità,
possiamo attribuire a un parametro il valore che vogliamo e agli altri un valore proporzionale.
Poniamo per semplicità b = 1 e calcoliamo a cascata il valore degli altri parametri.

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

b = 1

a = −
4
3b = −

4
3

c = −
7
2b = −

7
2

d = −
55
6 b = −

55
6

(3.34)

Infine l’equazione del piano è: −
4
3x + y − 7

2z −
55
6 = 0.

L’equazione così ottenuta è formalmente ineccepibile, ma ai più piace non avere frazioni nei coeffi-
cienti e con il coefficiente della x positivo. Possiamo moltiplicare tutto per il m.c.m. dei denominatori
cambiato di segno (−6), ottenendo 8x − 6y + 21z + 55 = 0.

3.11 Piano contenente una retta e passante per un punto

Se un piano α contiene una retta allora appartiene anche al fascio di piani individuati dalla retta.
Il fascio può essere scritto come combinazione lineare di due piani la cui intersezione individua
la retta. Il passaggio del fascio per il punto dato individua il particolare piano del fascio che
soddisfa tutte le condizioni.

Esercizio 19 Trova il piano passante per il punto P(2; −1; 1) e contenente la retta
⎧

⎨
⎩

x = t + 2
y = 3
z = −2t

Scriviamo il piano nella forma cartesiana ovvero come intersezione di piani, mettendo in evidenza
il parametro t nell’equazione e uguagliando i rapporti ottenuti.

x − 2
1 =

z
−2 ; y = 3 (3.35)
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Nella coordinata y non compare il parametro; la relazione rimane così da sola.
Riscriviamo la prima relazione in forma normale.

−2(x − 2) = z ⋅ 1
−2x + 4 = z

2x − 4 + z = 0
(3.36)

La retta infine ha equazione cartesiana:

{
2x + z − 4 = 0
y − 3 = 0

(3.37)

Costruiamo un fascio di piani con le due equazioni di piano che costituiscono l’equazione della retta.

2x + z − 4 + h(y − 3) = 0 (3.38)

Imponiamo il passaggio per il punto P.

2 ⋅ 2 + 1 − 4 + h(−1 − 3) = 0
4 + 1 − 4 − 4h = 0

4h = 1

h =
1
4

(3.39)

Infine il piano cercato ha equazione:

2x + z − 4 + 1
4 (y − 3) = 0

8x + 4z − 16 + y − 3 = 0
8x + y + 4z − 19 = 0

(3.40)

3.12 Distanza di un punto da un piano

La distanza tra un punto P(x0;y0; z0) e un piano α di equazione ax + by + cz + k = 0 si trova
direttamente con la seguente formula:

dPα =
|ax0 + by0 + cz0 + d|

√a2 + b2 + c2
(3.41)

Esercizio 20 Trova la distanza tra il piano di equazione 6x − 5y + 3 = 0 e il punto P(7; −1; −4).

Applichiamo immediatamente la formula:

dPα =
|6 ⋅ 7 − 5(−1) + 0 ⋅ (−4) + 3|

√62 + (−5)2 + 02
=
|42 + 5 + 3|
√36 + 25

=
50
√61

=
50√61
61 (3.42)
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3.13 Distanza di una retta da un piano

La distanza tra una retta ed un piano (ad essa parallelo) è la distanza tra un punto qualsiasi
della retta e il piano. Per trovare un punto qualsiasi della retta attribuiamo un valore qualsiasi al
parametro della retta. Dopodiché applichiamo la formula della distanza di un punto da un piano.

dPα =
|ax0 + by0 + cz0 + d|

√a2 + b2 + c2
(3.43)

Esercizio 21 Trova la distanza tra il piano di equazione x − 5y + 7z − 1 = 0 e la retta
⎧

⎨
⎩

x = t
y = 2 + 3t
z = 1 + 2t

.

Il vettore direzione della retta è v⃗(1; 3; 2); quello del piano è n⃗ = (1; −5; 7). Se il piano e la retta
sono paralleli i loro vettori direzione sono perpendicolari e quindi il loro prodotto scalare vale zero.

v⃗ ⋅ n⃗ = 1 ⋅ 1 + 3 ⋅ (−5) + 2 ⋅ 7 = 1 − 15 + 14 = 0 (3.44)

Abbiamo verificato che la retta è parallela al piano. Ricaviamo un punto qualsiasi della retta
attribuendo un valore a piacimento al parametro (t = 0): il punto ha coordinate P(0; 2; 1).
Infine la distanza tra punto e piano è:

dPα =
|1 ⋅ 0 − 5 ⋅ 2 + 7 ⋅ 1 − 1|

√12 + (−5)2 + 72
=
| − 10 + 7 − 1|
√1 + 25 + 49

=
4

√75
=

4
5√3

=
4√3
15 (3.45)

3.14 Distanza tra due piani paralleli

La distanza tra due piani paralleli è la distanza tra un punto qualsiasi di un piano e l’altro
piano. Per trovare un punto qualsiasi del piano attribuiamo un valore qualsiasi ad ogni variabile
presente nella sua equazione, tranne una, che invece ricaviamo dal valore delle altre. Se una
coordinata non è presente possiamo attribuirle qualsiasi valore.

Esercizio 22 Trova la distanza tra i piani di equazione x + 5y + 2z − 4 = 0 e x + 5y + 2z − 3 = 0.

Che i piani siano paralleli lo vediamo dal fatto che nelle due equazioni cambia solo il termine noto.
Per individuare un punto sul primo piano attribuiamo un valore qualsiasi a due delle tre coordinate
presenti e ricaviamo la terza.

⎧

⎨
⎩

x = 0
y = 0
1 ⋅ 0 + 5 ⋅ 0 + 2z − 4 = 0 ; 2z = 4 ; z = 2

(3.46)

Il punto ha coordinate P(0; 0; 2). Applichiamo immediatamente la formula per la distanza tra questo
punto del primo piano e il secondo piano.

dPα =
|1 ⋅ 0 + 5 ⋅ 0 + 2 ⋅ 2 − 3|

√12 + 52 + 22
=

|4 − 3|
√1 + 25 + 4

=
1

√30
= 30√30 (3.47)
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4.1 Coefficienti direttori di una retta

I coefficienti direttori di una retta sono le componenti di un vettore parallelo alla retta stessa.
Queste componenti, se la retta è espressa in forma parametrica, sono i coefficienti del parametro
che compare nelle tre coordinate.

Esercizio 23 Scrivi i coefficienti direttori della retta di equazione
⎧

⎨
⎩

x = 7
y = −6 + 8t
z = −1 − 2t

.

I coefficienti sono i numeri che moltiplicano il parametro della retta; scriviamo zero per le
componenti in cui non compare il parametro.

v⃗ = (0; 8; −2) (4.1)

4.2 Retta passante per un punto e parallela a un vettore

Abbiamo un punto dello spazio P0(x0;y0; z0) e un vettore v⃗ = (l;m;n).
La retta può essere considerata come l’insieme dei punti P(x,y, z) di un vettore P⃗0P

proporzionale al vettore v⃗. Il parametro t è la costante di proporzionalità tra i due vettori.

P⃗0P = tv⃗
⎧

⎨
⎩

x − x0 = tl
y − y0 = tm
z − z0 = tn

⎧

⎨
⎩

x = x0 + tl
y = y0 + tm
z = z0 + tn

(4.2)

Esercizio 24 Trova l’equazione della retta passante per il punto P(5; −6; −1) e parallela al vettore
v⃗ = (1; 3; −2).

Applicando l’opportuna formula possiamo scrivere immediatamente:

⎧

⎨
⎩

x = 5 + t
y = −6 + 3t
z = −1 − 2t

(4.3)
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4.3 Retta passante per due punti

La retta passante per due punti A e B è l’analogo di una retta passante per un punto e parallela a
un vettore, in cui il vettore è il vettore A⃗B.

Esercizio 25 Trova la retta passante per i puntiA(3; 1; −1) e B(8; −2; 5).

Troviamo le componenti del vettore A⃗B: è indifferente scrivere il vettore A⃗B o B⃗A perché sono
paralleli.

A⃗B = (xB − xA;yB − yA; zB − zA) = (8 − 3; −2 − 1; 5 − (−1)) = (5; −3; 6) (4.4)

Adesso possiamo scrivere l’equazione della retta passante per un punto e parallela a un vettore.
Come punto possiamo scegliere indifferentemente il punto A o B: scegliamo A. L’equazione della
retta non è quindi univocamente determinata.

⎧

⎨
⎩

x = 3 + 5t
y = 1 − 3t
z = −1 + 6t

(4.5)

4.4 Trasformare l’equazione parametrica di una retta in quella cartesiana
(e viceversa)

Se abbiamo l’equazione di una retta in forma parametrica
⎧

⎨
⎩

x = x0 + tl
y = y0 + tm
z = z0 + tn

possiamo trasformarla

in forma cartesiana mettendo in evidenza il parametro t e eguagliando le espressioni ottenute.

⎧

⎨
⎩

x − x0 = tl
y − y0 = tm
z − z0 = tn

(t =)x − x0
l =

y − y0
m =

z − z0
n (4.6)

Se abbiamo la forma cartesiana, solitamente espressa come intersezione di due piani, attri-
buiamo a una variabile il ruolo di parametro, e ricaviamo il valore delle altre variabili in funzione
di esso.

Esercizio 26 Scrivi in forma cartesiana l’equazione della seguente retta
⎧

⎨
⎩

x = 2 − 3t
y = 2
z = 6t

.

Per scrivere la forma cartesiana della retta mettiamo in evidenza il parametro nelle tre equazioni
del sistema dato (quando possibile), eguagliando le espressioni ottenute e lasciando scritte come
sono le altre espressioni.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

x − 2
−3 = t

y = 2
z
6 = t

; {
x − 2
−3 =

z
6

y = 2
(4.7)
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4.4 Forma cartesiana e forma parametrica

Possiamo scrivere più elegantemente la prima equazione ottenuta portando tutti i termini a primo
membro ed eliminando i denominatori.

x − 2
−3 =

z
6 ; 6(x − 2) = −3z 6x − 12 + 3z = 0 ; 6x + 3z − 12 = 0 (4.8)

L’equazione della retta diviene infine:

{
6x + 3z − 12 = 0
y = 2

(4.9)

Esercizio 27 Scrivi in forma cartesiana l’equazione della seguente retta
⎧

⎨
⎩

x = 2
y = 2 − 4t
z = 3

.

Se procediamo come nell’esercizio precedente ci ritroviamo comunque con tre equazioni distinte,
quando invece l’equazione cartesiana di una retta è data dall’intersezione di soli due piani e quindi
con un sistema di due equazioni. In pratica la prima e terza equazione sono l’equazione di due piani.
La seconda equazione ci dice invece che la variabile y può assumere qualsiasi valore.
Allora possiamo scrivere l’equazione della retta come:

{
x = 2
z = 3

(4.10)

Il fatto che nel sistema la variabile y non compaia ci dice implicitamente che può assumere qualsiasi
valore.

Esercizio 28 Scrivi in forma parametrica l’equazione della seguente retta {
3y − 4z + 1 = 0
x − 2y + z = 0

.

Attribuiamo a nostro piacimento a una delle variabili il valore del parametro e alle altre variabili
il valore che assumono di conseguenza.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

y = t

3t − 4z + 1 = 0 ; 4z = 3t + 1 ; z = 3
4t +

1
4

x − 2t + z = 0 ; x = 2t − z = 2t − (
3
4t +

1
4) =

8
4t −

3
4t −

1
4 =

5
4t −

1
4

(4.11)

Se ci sembra più elegante possiamo usare come vettore direzione della retta quello ottenuto, ma
moltiplicato per quattro, in modo da non avere le frazioni come parametri direttori.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

x = 5t − 1
4

y = t

z = 3t + 1
4

(4.12)
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4.5 Retta perpendicolare a un piano e passante per un punto

Abbiamo l’equazione cartesiana di un piano ax + by + cz + d = 0 e le coordinate di un punto
A(xA;yA; zA).

Il vettore direzione n⃗ = (a;b; c) del piano è un vettore perpendicolare al piano stesso.
La retta cercata è la retta di vettore n⃗ = (a;b; c) passante per il punto A.

Esercizio 29 Trova la retta perpendicolare al piano di equazione 6x − 4y + z − 3 = 0 e passante per
il punto P(1; 5; −3).

Il vettore direzione del piano è n⃗ = (6; −4; 1). Quindi la retta ha equazione:

⎧

⎨
⎩

x = 1 + 6t
y = 5 − 4t
z = −3 + t

(4.13)

4.6 Posizione reciproca di due rette

Due rette nel piano possono essere: parallele distinte, parallele coincidenti, non parallele e
incidenti o non parallele e non incidenti ovvero sghembe. Per controllare la loro posizione
reciproca prima verifichiamo se sono parallele e poi se hanno punti in comune.

É preferibile porre le rette nella forma esplicita.

Esercizio 30 Trova la posizione reciproca delle rette di equazione
⎧

⎨
⎩

x = 2
y = 2 − 4t
z = 6t

e
⎧

⎨
⎩

x = 2k
y = 1 + 4k
z = −3

.

Se prendiamo i coefficienti direttori delle due rette vediamo subito che non sono parallele, perché
le componenti non sono proporzionali.

v⃗ = (0; −4; 6) ; w⃗ = (2; 4; 0) (4.14)

0
2 ≠

−4
4 ≠

6
0 (4.15)

Per verificare se sono o no incidenti mettiamo a sistema le due equazioni, eguagliando le coordinate.
Se le rette sono incidenti il sistema deve avere un’unica soluzione.

⎧

⎨
⎩

2 = 2k
2 − 4t = 1 + 4k
6t = −3

;
⎧⎪
⎨⎪
⎩

k = 1
2 − 4t = 1 + 4k

t = −
3
6 = −

1
2

(4.16)

2 − 4 (−
1
2) = 1 + 4 ⋅ 1 ; 2 + 2 = 1 + 4 ; 4 ≠ 5 (4.17)

La seconda equazione non è soddisfatta: le rette non sono incidenti e quindi sono sghembe.
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4.7 Verificare se una retta appartiene a un piano

4.7 Verificare se una retta appartiene a un piano

Se due figure hanno dei punti in comune il sistema con le loro equazioni deve avere una o più
soluzioni. Se una retta appartiene a un piano il sistema ottenuto con la retta e il piano deve avere
infinite soluzioni, ovvero dev’essere indeterminato.

In pratica basta sostituire le coordinate della retta nell’equazione del piano e verificare se c’è
una sola soluzione, infinite o nessuna.

Esercizio 31 Verifica se la retta
⎧

⎨
⎩

x = −2t
y = 2 + t
z = 3t

appartiene al piano 4x + 5y + z − 1 = 0.

Sostituiamo le coordinate della retta nell’equazione del piano.

4(−2t) + 5(2 + t) + 1(3t) − 1 = 0
−8t + 10 + 5t + 3t − 1 = 0

9 ≠ 0
(4.18)

L’equazione è impossibile. La retta non appartiene al piano. Deve essere ad esso parallela. Infatti i
vettori direzione della retta e del piano devono essere perpendicolari tra loro e il loro prodotto scalare
valere zero:

v⃗ ⋅ n⃗ = (−2; 1; 3) ⋅ (4; 5; 1) = −2 ⋅ 4 + 1 ⋅ 5 + 3 ⋅ 1 = −8 + 5 + 3 = 0 (4.19)

Esercizio 32 Verifica se la retta
⎧

⎨
⎩

x = −2t
y = 2 + t
z = 3t

appartiene al piano 3x − 5y + z − 1 = 0.

Sostituiamo le coordinate della retta nell’equazione del piano.

3(−2t) − 5(2 + t) + 1(3t) − 1 = 0
−6t − 10 − 5t + 3t − 1 = 0

−8t = 11

t = −
11
8

(4.20)

L’equazione ha un’unica soluzione. La retta interseca il piano in un punto.

Esercizio 33 Verifica se la retta
⎧

⎨
⎩

x = −2t
y = 2 + t
z = 3t

appartiene al piano 4x + 5y + z − 10 = 0.

Sostituiamo le coordinate della retta nell’equazione del piano.

4(−2t) + 5(2 + t) + 1(3t) − 1 = 0
−8t + 10 + 5t + 3t − 10 = 0

0 = 0
(4.21)

L’equazione ha infinite soluzioni. La retta appartiene al piano.
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4.8 Distanza di un punto da una retta

La distanza di un punto P da una retta r è la lunghezza del segmento individuato dalla perpendi-
colare alla retta passante per il punto P e il piede H della perpendicolare alla retta.

In pratica troviamo il piano α passante per il punto P e di direzione n⃗ parallela alla retta data.
Intersechiamo il piano α con la retta r e troviamo il punto H. Infine la distanza tra P e H è la
distanza cercata.

Esercizio 34 Trova la distanza tra la retta
⎧

⎨
⎩

x = −2t
y = 2 + t
z = 3t

e il punto P(4; 2; −1).

Il vettore direzione della retta è v⃗ = (−2; 1; 3).
Costruiamo il piano di vettore direzione n⃗ = v⃗ e passante per il punto P.

− 2(x − 4) + 1(y − 2) + 3(z − (−1)) = 0
− 2x + 8 + y − 2 + 3z + 3 = 0
− 2x + y + 3z + 9 = 0

(4.22)

Troviamo il puntoH, intersezione tra il piano e la retta, ponendo a sistema l’equazione del piano con
quella della retta: sostituiamo le coordinate della retta nell’equazione del piano e troviamo il valore
del parametro t associato al punto H.

− 2(−2t) + (2 + t) + 3(3t) + 9 = 0
4t + 2 + t + 9t + 9 = 0

14t + 11 = 0 ; t = −
11
14

(4.23)

Sostituiamo il valore trovato nell’equazione della retta per trovare le coordinate del punto H.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

x = −2 (−
11
14) =

11
7

y = 2 − 11
14 =

28 − 11
14 =

17
14

z = 3 (−
11
14) = −

33
14

; H (
11
7 ;

17
14 ; −

33
14) (4.24)

Ora possiamo calcolare la distanza tra il punto P e H.

dPH =
√(4 −

11
7 )

2
+ (2 −

17
14)

2
+ (−1 − (−

33
14))

2

=
√(

28 − 11
7 )

2
+ (

28 − 17
14 )

2
+ (

−14 + 33
14 )

2

=
√(

17
7 )

2
+ (

11
14)

2
+ (

19
14)

2

=√
289
49 +

121
196 +

361
196 =√

1156 + 121 + 361
196 =√

1638
196 =

3√182
14

(4.25)
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4.9 Distanza tra due rette parallele

4.9 Distanza tra due rette parallele

La distanza tra due rette parallele è la distanza di un punto qualsiasi di una delle due rette
dall’altra.

Esercizio 35 Trova la distanza tra le rette di equazione
⎧

⎨
⎩

x = 2 − t
y = 1 + 3t
z = t

e
⎧

⎨
⎩

x = −1 − k
y = 3k
z = 4 + k

.

Cominciamo col trovare un punto P qualsiasi della prima retta, ponendo un valore a piacimento
per il parametro t (t = 0).

P = (2 − 0; 1 + 3 ⋅ 0; z = 0) = (2; 1; 0) (4.26)

Scriviamo il piano perpendicolare alla prima retta e passante per il punto P, sapendo che il vettore
direzione del piano n⃗ è uguale a quello v⃗ parallelo alla retta .

n⃗ = v⃗ = (−1; 3; 1) (4.27)

− 1(x − 2) + 3(y − 1) + 1(z − 0) = 0
− x + 2 + 3y − 3 + z = 0
− x + 3y + z − 1 = 0

(4.28)

Troviamo il puntoH, intersezione tra il piano e la seconda retta, ponendo a sistema l’equazione del
piano con quella della retta: sostituiamo le coordinate della retta nell’equazione del piano e troviamo
il valore del parametro k associato al punto H.

− (−1 − k) + 3(3k) + (4 + k) − 1 = 0
1 + k + 9k + 4 + k − 1 = 0
11k + 4 = 0

k = −
4
11

(4.29)

Per cui il punto H è:

H (−1 − (−
4
11) ; 3 ⋅ (−

4
11) ; 4 −

4
11) = (

−11 + 4
11 ; −

12
11 ;

44 − 4
11 ) = (−

7
11 ; −

12
11 ;

40
11) (4.30)

Infine la distanza tra il punto P e H e quindi la distanza tra le rette vale:

dPH =
√(−

7
11 − 2)

2
+ (−

12
11 − 1)

2
+ (

40
11 − 0)

2

=
√(

−7 − 22
11 )

2
+ (

−12 − 11
11 )

2
+ (

40
11)

2

=
√
(−

29
11)

2
+ (−

23
11)

2
+ (

40
11)

2

=√
841 + 529 + 1600

121 =√
2970
121 =√

270
11

(4.31)
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4.10 Distanza tra due rette sghembe

Esiste ed è unica la retta perpendicolare a due rette sghembe. La distanza tra i punti di intersezione
di questa retta con le altre due è la distanza tra le rette.
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5.1 Riconoscere l’equazione di una sfera

La forma normale dell’equazione di una sfera nello spazio è:

x2 + y2 + z2 + ax + by + cz + d = 0 (5.1)

In questa forma compaiono sempre i tre termini al quadrato, con lo stesso coefficiente uguale
a uno. Potremmo avere comunque una sfera anche se i coefficienti fossero sempre uguali, ma
diversi da uno: cambierebbe però il significato dei coefficienti a, b e c. Possono comparire i tre
termini lineari: uno, due o tutti e tre. Il termine noto d vale zero se la sfera passa per l’origine
degli assi; diverso da zero altrimenti.

Esercizio 36 Riconosci quale delle seguenti equazioni è quella di una sfera (reale o immaginaria)
nello spazio.

x2 + y2 + z2 + 4x + 5y = 0 ; x2 + y2 + z2 + 2xy − 3 = 0 ; 3x2 + 3y2 + 3z2 − 4y + 5 = 0

La prima equazione risponde ai canoni indicati nella teoria: è l’equazione di una sfera. La seconda
non è l’equazione di una sfera per la presenza del termine con xy. La terza è l’equazione di una sfera,
ma non in forma normale: dovremmo dividere per tre tutti gli addendi dell’equazione.

5.2 Sfera di raggio e centro dati

Per trovare l’equazione di una sfera abbiamo bisogno del centro C(x0;y0; z0) e del raggio r.
Immediatamente la sua equazione è data dalla seguente relazione.

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2 (5.2)

Esercizio 37 Trova l’equazione della sfera centro C(4; −2; −1) raggio r = 3.

Scriviamo immediatamente:

(x − 4)2 + (y + 2)2 + (z + 1)2 = 32 (5.3)

Non è certo sbagliato lasciare l’equazione in questa forma, ma più spesso ci si aspetta di vedere
l’equazione in forma normale.

x2 − 8x + 16 + y2 + 4y + 4 + z2 + 2z + 1 − 9 = 0
x2 + y2 + z2 − 8x + 4y + 2z + 12 = 0

(5.4)
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5.3 Raggio e centro di una sfera

Data la sfera in forma normale x2 + y2 + z2 + ax + by + cz + d = 0 con le seguenti relazioni
troviamo immediatamente le coordinate del centro della sfera e il suo raggio.

C = (−
a
2 ; −

b
2 ; −

c
2) (5.5)

r =
√
(
a
2 )

2
+ (

b
2 )

2
+ (

c
2)

2
− d = √(xc)2 + (yc)2 + (zc)2 − d (5.6)

Esercizio 38 Trova centro e raggio della sfera di equazione x2 + y2 + z2 − 8x + 4y + 2z + 12 = 0.

Questa è la sfera dell’esercizio precedente, quindi ci aspettiamo di riottenere i dati da cui siamo
partiti prima.

C = (−
(−8)
2 ; −

4
2 ; −

2
2) = (4; −2; −1) (5.7)

r =
√
(
−8
2 )

2
+ (

4
2)

2
+ (

2
2)

2
− 12

= √(−4)2 + (2)2 + (1)2 − 12

= √16 + 4 + 1 − 12 = √9 = 3

(5.8)

5.4 Sfera passante per un punto e di centro dato

Per trovare l’equazione di una sfera abbiamo bisogno del centro C(x0;y0; z0) e del raggio r.

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2 (5.9)

Come raggio possiamo prendere la distanza del punto della circonferenza dal centro: r = dCP
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5.5 Sfera passante per quattro punti (non allineati)

Per quattro punti dello spazio non allineati passa una sola sfera.
L’equazione cartesiana di una sfera nello spazio x2 +y2 + z2 +ax+by+ cz+d = 0 dipende

da quattro parametri, tutti indipendenti.
Per determinare i quattro parametri basta avere un sistema con quattro equazioni indipen-

denti, le equazioni che si ottengono imponendo il passaggio della sfera per i quattro punti.

Esercizio 39 Trova l’equazione della sfera passante per i punti
A(−2; 1; 1); B(0; 3; 1); C(1; 2; −3); D(1; 0; 0).

Sostituiamo le coordinate dei quattro punti nell’equazione della sfera x2 + y2 + z2 + ax + by +
cz + d = 0.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

(−2)2 + 12 + 12 − 2a + b + c + d = 0
02 + 32 + 12 + 0 ⋅ a + 3b + c + d = 0
12 + 22 + (−3)2 + a + 2b − 3c + d = 0
12 + 02 + 02 + a + 0 ⋅ b + 0 ⋅ c + d = 0

;

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

6 − 2a + b + c + d = 0
10 + 3b + c + d = 0
14 + a + 2b − 3c + d = 0
1 + a + d = 0

(5.10)

Usiamo il metodo di sostituzione, mettiamo in evidenza d nell’ultima equazione e sostituiamola
nelle altre.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

6 − 2a + b + c − 1 − a = 0
10 + 3b + c − 1 − a = 0
14 + a + 2b − 3c − 1 − a = 0
d = −1 − a

;
⎧

⎨
⎩

5 − 3a + b + c = 0
9 + 3b + c − a = 0
13 + 2b − 3c = 0

(5.11)

Mettiamo in evidenza c nell’ultima.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

5 − 3a + b + 13
3 +

2
3b = 0

9 + 3b + 13
3 +

2
3b − a = 0

3c = 13 + 2b ; c = 13
3 +

2
3b

;
⎧

⎨
⎩

28
3 − 3a + 5

3b = 0

40
3 +

11
3 b − a = 0

(5.12)

Mettiamo in evidenza a nell’ultima.

⎧

⎨
⎩

28
3 − 3 (

40
3 +

11
3 b) +

5
3b = 0

a =
40
3 +

11
3 b

; (5.13)

−
92
3 −

28
3 b = 0 ;

28
3 b = −

92
3 ; b = −

92
28 = −

23
7 (5.14)

Sostituiamo a ritroso il valore ottenuto.

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

b = −
23
7

a =
40
3 +

11
3 b = 40

3 +
11
3 ⋅ (−

23
7 ) =

40
3 −

253
21 =

9
7

c = 13
3 +

2
3b = c = 13

3 +
2
3 ⋅ (−

23
7 ) =

13
3 −

46
21 =

15
7

d = −1 − a = −1 − 9
7 = −

16
7

(5.15)
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5.6 Sfera di centro e tangente a un piano dati
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Infine l’equazione della sfera é:

x2 + y2 + z2 + 9
7x −

23
7 y + 15

7 z − 16
7 = 0 (5.16)

5.6 Sfera di centro e tangente a un piano dati

La sfera da trovare è quella che ha come raggio la distanza tra il centro della sfera e il piano.
Si tratta quindi di trovare la sfera di centro e raggio dati.

Esercizio 40 Trova l’equazione della sfera di centro C(2; 1; −5) e tangente al piano 5x − y + 5 = 0.

Troviamo subito la distanza tra il centro e il piano α.

r = dCα =
|5 ⋅ 2 − 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ (−5) + 5|

√52 + (−1)2 + 02
=
|10 − 1 + 5|
√25 + 1

=
14
√26

(5.17)

Quindi la sfera ha equazione:

(x − 2)2 + (y − 1)2 + (z + 5)2 = (
14
√26

)
2

x2 − 4x + 4 + y2 − 2y + 1 + z2 + 10z + 25 = 198
26 =

98
13

x2 + y2 + z2 − 4x − 2y + 10z + 30 − 98
13 = 0

x2 + y2 + z2 − 4x − 2y + 10z − 292
13 = 0

(5.18)

5.7 Piano tangente a una sfera in un suo punto

Il piano da trovare è quello passante per un punto (il punto P che è dato) e avente come vettore
direzione n⃗ il vettore C⃗P individuato dal punto P e dal centro C della sfera.

Esercizio 41 Trova il piano tangente alla sfera di equazione x2 + y2 + z2 + 8x + 6y − 5z − 9 = 0 nel
suo punto P(2; −1; 3).

Il vettore direzione n⃗ perpendicolare al piano è dato dal vettore C⃗P.
Troviamo le coordinate del centro.

C = (−
8
2 ; −

6
2 ; −

−(5)
2 ) = (−4; −3;

5
2) (5.19)

E poi le componenti del vettore n⃗.

n⃗ = C⃗P = (2 − (−4); −1 − (−3); 3 − 5
2) = (6; 2;

1
2) (5.20)
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5.7 Piano tangente a una sfera in un suo punto

Infine il piano (passante per il punto P) ha equazione:

a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

6(x − 2) + 2(y − (−1)) + 1
2 (z − 3) = 0

6x − 12 + 2y + 2 + z
2 −

3
2 = 0

6x + 2y + z
2 −

23
2 = 0

12x + 4y + z − 23 = 0

(5.21)
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5.8 Punto di tangenza tra sfera di centro dato e piano ad essa tangente
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5.8 Punto di tangenza tra sfera di centro dato e piano ad essa tangente

Il punto di tangenza di un piano con una sfera di cui conosciamo il centro è dato dall’intersezione
tra la retta perpendicolare al piano, passante per il centro della sfera, e il piano stesso.

Esercizio 42 Trova il punto di tangenza della sfera di centroC(−2; 1; 0) e il piano 3x−2y+4z−1 = 0.

Il piano dato ha direzione individuata dal vettore n⃗ = (3, −2, 4).
La retta passante per il centro della sfera e di direzione n⃗ ha equazione parametrica:

⎧

⎨
⎩

x = −2 + 3t
y = 1 − 2t
z = 4t

(5.22)

Intersechiamo questa retta col piano per trovare il valore del parametro t a cui corrisponde il punto
di tangenza: sostituiamo le coordinate della retta in quelle del piano.

3(−2 + 3t) − 2(1 − 2t) + 4(4t) − 1 = 0
−6 + 9t − 2 + 4t + 16t − 1 = 0

29t = 9

t = 9
29

(5.23)

Sostituiamo questo valore di t nella retta per trovare le coordinate del punto.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

x = −2 + 3 (
9
29) = −

58
29 +

27
29 = −

31
29

y = 1 − 2 (
9
29) =

29
29 −

18
29 =

11
29

z = 4 (
9
29) =

36
29

(5.24)

Quindi il punto è P (−
31
29 ;

11
29 ;

36
29).
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5.9 Posizione reciproca tra sfera e piano

5.9 Posizione reciproca tra sfera e piano

Una sfera data, a seconda della distanza del suo centro C dal piano α, può essere:

• Secante: se il raggio è maggiore della distanza centro piano, r > dCα

• Tangente: se il raggio è uguale alla distanza centro piano, r = dCα

• Esterna: se il raggio è minore della distanza centro piano, r < dCα

Esercizio 43 Trova la posizione reciproca tra la sfera x2 + y2 + z2 + 7x + 6y − 5z + 2 = 0 e il piano
7x + 8y − z − 1 = 0.

Cerchiamo innanzi tutto il centro e raggio della sfera.

C = (−
7
2 ; −

6
2 ; −

(−5)
2 ) = (−

7
2 ; −3;

5
2) (5.25)

r =
√
(−

7
2)

2
+ (−3)2 + (

5
2)

2
− 2

=√
49
4 + 9 + 25

4 − 2

=√
49 + 36 + 25 − 8

4 =√
102
4 =

√102
2 ≃ 5, 05

(5.26)

Invece la distanza tra centro C e piano α è:

dCα =

|||7 (−
7
2) + 8(−3) − 1 (

5
2) − 1|||

√72 + 82 + (−1)2
=

|||−
49
2 − 24 − 5

2 − 1|||
√49 + 64 + 1

=

|||
−49 − 48 − 5 − 2

2
|||

√114
=

104
2

√114
=

104√114
228 =

26√114
57 ≃ 4, 87

(5.27)

Concludendo r > dCα quindi il piano è secante.

5.10 Raggio della circonferenza intersezione tra un piano e una sfera dati

Sia R il raggio della sfera, r quello della circonferenza e H il piede della perpendicolare al piano
passante per il centro C della circonferenza.

Allora, applicando il teorema di Pitagora, possiamo scrivere che:

r = √R2 − d2
CH (5.28)
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1 Determinare un’espressione analitica della retta perpendicolare nell’origine al piano di equazione
x + y − z = 0.

Sessione ordinaria 2015, quesito n°5.

2 In un sistema di riferimento cartesiano nello spazio Oxyz sono dati i punti A(−3, 4, 0) e
C(−2, 1, 2). I tre punti O, A, C giacciono su un piano E. Determinare l’equazione che descrive
il piano E.

Sessione suppletiva 2015, quesito n°4.

3 Nello spazio sono dati due piani α e β rispettivamente di equazione:

α)x − 3y + z − 5 = 0
β)x + 2y − z + 3 = 0

(6.1)

Dopo aver trovato l’equazione parametrica della retta r da essi individuata verificare che essa
appartiene al piano γ di equazione 3x + y − z + 1 = 0.

Sessione straordinaria 2015, quesito n°4.

4 In un riferimento cartesiano dello spazioOxyz, data la retta r di equazione:

⎧

⎨
⎩

x = 2t + 1
y = 1 + t
z = kt

(6.2)

e il piano P di equazione:
x + 2y − z + 2 = 0

determinare per quale valore di k la retta r e il piano P sono paralleli, e la distanza tra essi.

Sessione straordinaria 2015, quesito n°9.
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5 Una sfera, il cui centro è il punto K(−2, −1, 2), è tangente al piano Π avente equazione
2x − 2y + z − 9 = 0. Qual è il punto di tangenza? Qual è il raggio della sfera?

Sessione ordinaria 2016, quesito n°5.

6 Date le rette:
⎧

⎨
⎩

x = t
y = 2t
z = t

{
x + y + z − 3 = 0
2x − y = 0

e il punto P(1, 0, −2) determinare l’equazione del piano passante per P e parallelo alle due rette.

Sessione ordinaria 2016, quesito n°9.

7 I punti A(3, 4, 1), B(6, 3, 2), C(3, 0, 3), D(0, 1, 2) sono vertici di un quadrilatero ABCD.
Si dimostri che tale quadrilatero è un parallelogramma e si controlli se esso è un rettangolo.

Sessione suppletiva 2016, quesito n°6.

8 Determinare la distanza tra il punto P(2, 1, 1) e la retta:

{
x + y = z + 1
z = −y + 1

Sessione suppletiva 2016, quesito n°7.

9 Dati i puntiA(2, 4, −8) e B(−2, 4, −4) determinare l’equazione della superficie sferica di diame-
troAB e l’equazione del piano tangente alla sfera e passante perA.

Sessione straordinaria 2016, quesito n°4.

10 Dati i puntiA(−2, 0, 1), B(1, 1, 2), C(0, −1, −2),D(1, 1, 0) determinare l’equazione del piano
α passante per i puntiA,B,C e l’equazione della retta passante perD e perpendicolare al piano α.

Sessione straordinaria 2016, quesito n°9.

11 Dati i puntiA(−2, 3, 1), B(3, 0, −1),C(2, 2− 3), determinare l’equazione della retta r passante
perA e per B e l’equazione del piano π perpendicolare ad r e passante per C.

Sessione ordinaria 2017, quesito n°5.
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12 Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio√6 tangenti al piano π di equazione:

x + 2y − z + 1 = 0

nel suo punto P di coordinate (1, 0, 2)

Sessione ordinaria 2017, quesito n°7.

13 Determinare l’equazione della retta perpendicolare nel punto (1, 0, 3) al piano di equazione
3x + 2y − z = 0.

Sessione supplettiva 2017, quesito n°2.

14 Determinare la distanza tra il punto P(6, 6, 8) e la retta:

{
x − y = 2z + 1
z = y + 1

Sessione supplettiva 2017, quesito n°6.

15 In un sistema di riferimento cartesiano il piano π di equazione 3x − 4y − 22 = 0 è tangente a
una sfera avente come centro il punto C(3; 3; 0). Determinare il raggio della sfera.

Sessione straordinaria 2017, quesito n°6.

16 Determinare l’equazione della retta perpendicolare nel punto (1; 1; 0) al piano di equazione
2x − 2y + z = 0.

Sessione straordinaria 2017, quesito n°8

17 Determinare l’equazione della superficie sferica S, con centro sulla retta r ∶
⎧

⎨
⎩

x = t
y = t t ∈ ℜ
z = t

tangente al piano π ∶ 3x − y − 2z − 14 = 0 nel punto T(−4, 0, 1).

Sessione ordinaria 2018, quesito n°6.
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18 Sono dati, nello spazio tridimensionale, i puntiA(3, 1, 0), B(3, −1, 2), C(1, 1, 2).
Dopo aver verificato che ABC è un triangolo equilatero e che è contenuto nel piano α di

equazione x + y + z − 4 = 0, stabilire quali sono i punti P tali che ABCP sia un tetraedro
regolare.

Sessione ordinaria 2018, quesito n°9.

19 Determinare l’equazione della superficie sferica di centro C(1, −1, 2) tangente al piano di
equazione x − y + z = 10 e le coordinate del punto di contatto tra la superficie sferica e il piano.

Sessione suppletiva 2018, quesito n°3.

20 Determinare il luogo geometrico dei punti P(x,y, z) equidistanti dai punti
A(0, 1, 2) e B(−3, 2, 0).

Sessione suppletiva 2018, quesito n°9.

21 Determinare il raggio della sfera di centro C(2, 2, 2) tangente al piano di equazione:

x + 2y + z = 12

Sessione straordinaria 2018, quesito n°2.

22 Determinare le coordinate dei punti nello spazio che giacciono sulla retta perpendicolare nel
punto [1, 1, 1] al piano di equazione 2x − y − z = 0, a distanza 6 da tale piano.

Sessione straordinaria 2018, quesito n°8.

23 Dati i puntiA(2, 0, −1) e B(−2, 2, 1), provare che il luogo geometrico dei punti P dello spazio,
tali che PA = √2 PB, è costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione cartesiana.
Verificare che il punto T(−10, 8, 7) appartiene a S e determinare il piano tangente in T a S.

Sessione ordinaria 2019, quesito n°4.

24 Considerati i puntiA(2, 3, 6), B(6, 2, −3), C(3, −6, 2) nello spazio tridimensionale, verificare
che i segmentiOA,OB,OC (dove il puntoO indica l’origine degli assi) costituiscono tre spigoli di
un cubo. Determinare il centro e raggio della sfera S circoscritta a tale cubo.

Sessione suppletiva 2019, quesito n°4.
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25 Dopo aver verificato che il punto T(1, 0, 1) appartiene al pianoπ ∶ x−2y+2z = 3, determinare
l’equazione della superficie sferica passante per il punto P(1, 0, 5) e tangente in T al piano π.

Sessione straordinaria 2019, quesito n°4.

26 Assegnati nello spazio i puntiA(1, 0, −1) e B(−3, −2, 0), sia r la retta passante perA e B.
Scrivere l’equazione del piano π, passante per il punto P(−1, 3, 4) e perpendicolare a r.
Determinare le coordinate del puntoQ, simmetrico di P rispetto a r.

Sessione ordinaria 2019, calendario australe, quesito n°4.

27 Sono assegnati, nello spazio tridimensionale, i puntiA(−1, 3, 2),B(3, 4, 2),C(5, 1, 4),D(1, 0, 4).
Dopo aver dimostrato che ABCD è un rombo, determina l’area di tale rombo ed il raggio della
circonferenza in esso inscritta.

Sessione ordinaria 2019, calendario boreale, quesito n°4.

28 Considerata la retta r passante per i due puntiA(1, −2, 0) eB(2, 3, −1), determinare l’equazione
cartesiana della superficie sferica di centro C(1, −6, 7) e tangente a r.

Sessione ordinaria 2023, quesito n°3.

29 Determinare le equazioni delle superfici sferiche di raggio r = 5√2 tangenti nel puntoP(−1, 2, 3)
al piano di equazione 3x + 4y − 5z + 10 = 0.

Sessione straordinaria 2023, quesito n°3.
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7.1 Sessione ordinaria 2015, quesito n°5

Determinare un’espressione analitica della retta perpendicolare nell’origine al piano di equazione
x + y − z = 0.

Per indicare una retta in forma parametrica [4.2] abbiamo bisogno di conoscere un punto P per il
quale passa e un vettore v⃗ ad essa parallelo. Il punto è in questo caso l’origine degli assi: P = (0; 0; 0).
Il vettore è quello della normale al piano, dato che deve essere ad esso perpendicolare.
Scriviamo immediatamente le componenti del vettore normale al piano [3.2]:

n⃗ = (1; 1; −1) (7.1)

Infine la retta ha equazione:

⎧

⎨
⎩

x = 0 + 1 ⋅ t
y = 0 + 1 ⋅ t
z = 0 − 1 ⋅ t

⎧

⎨
⎩

x = t
y = t
z = −t

(7.2)

7.2 Sessione suppletiva 2015, quesito n°4

In un sistema di riferimento cartesiano nello spazio Oxyz sono dati i punti A(−3, 4, 0) e
C(−2, 1, 2). I tre puntiO, A, C giacciono su un piano E. Determinare l’equazione che descrive il
piano E.

Dobbiamo trovare il piano passante per tre punti [3.5]: scriviamo un sistema sostituendo le
coordinate dei tre punti nell’equazione generica del piano ax + by + cz + d = 0.

⎧

⎨
⎩

−3a + 4b + d = 0
−2a + b + 2c + d = 0
d = 0

⎧

⎨
⎩

−3a + 4b = 0
−2a + b + 2c = 0
d = 0

(7.3)

Risolviamo il sistema lineare ottenuto con il metodo di sostituzione, mettendo evidenza a nella
prima equazione e sostituendola nella seconda.

⎧

⎨
⎩

a =
4b
3

−2 (
4b
3 ) + b + 2c = 0

−8b + 3b
3 = −2c 2c = 5b

3 c = 5b
6 (7.4)
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7.3 Sessione straordinaria 2015, quesito n°4
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Attribuiamo a nostro piacimento alla variabile b il valore 6 e sostituiamolo nelle altre.

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

d = 0
b = 6

a =
4b
3 = 8

c = 5b
6 = 5

(7.5)

Infine l’equazione del piano è: 8x + 6y + 5z = 0

7.3 Sessione straordinaria 2015, quesito n°4

Nello spazio sono dati due piani α e β rispettivamente di equazione:

α)x − 3y + z − 5 = 0
β)x + 2y − z + 3 = 0

(7.6)

Dopo aver trovato l’equazione parametrica della retta r da essi individuata verificare che essa
appartiene al piano γ di equazione 3x + y − z + 1 = 0.

Il sistema formato dalle equazioni dei due piani rappresenta una retta dello spazio [4.4].

{
x − 3y + z − 5 = 0
x + 2y − z + 3 = 0

(7.7)

Per scriverla in forma parametrica attribuiamo a nostro piacimento ad una delle variabili il ruolo di
parametro (ad esempio x = t) e scriviamo le altre variabili in funzione dello stesso parametro.

⎧

⎨
⎩

x = t
t − 3y + z − 5 = 0
t + 2y − z + 3 = 0

(7.8)

Mettiamo in evidenza z nella seconda e lo sostituiamo nella terza.

{
z = −t + 3y + 5
t + 2y + t − 3y − 5 + 3 = 0

; y = 2t − 2 (7.9)

z = −t + 3(2t − 2) + 5
z = −t + 6t − 6 + 5
z = −1 + 5t

(7.10)

Infine l’equazione della retta è:

⎧

⎨
⎩

x = t
y = 2t − 2
z = 5t − 1

(7.11)

Verifichiamo se la retta appartiene al piano [4.7].

3t + (2t − 2) − (5t − 1) + 1 = 0
3t + 2t − 2 + 5t − 1 + 1 = 0

0 = 0
(7.12)

L’espressione è un’identità quindi la retta appartiene al piano.
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7.4 Sessione straordinaria 2015, quesito n°9

7.4 Sessione straordinaria 2015, quesito n°9

In un riferimento cartesiano dello spazioOxyz, data la retta r di equazione:

⎧

⎨
⎩

x = 2t + 1
y = 1 + t
z = kt

(7.13)

e il piano P di equazione:
x + 2y − z + 2 = 0

determinare per quale valore di k la retta r e il piano P sono paralleli, e la distanza tra essi.

Una retta e un piano sono paralleli se il vettore parallelo alla retta v⃗ e il vettore normale al piano
n⃗ sono tra loro perpendicolari e quindi il loro prodotto scalare è nullo.
Troviamo subito i due vettori [4.1][3.2].

n⃗ = (1; 2; −1)
v⃗ = (2; 1; k)

(7.14)

Imponiamo che siano perpendicolari [2.7].

v⃗ ⋅ n⃗ = 0
1 ⋅ 2 + 2 ⋅ 1 − 1 ⋅ k = 0

k = 4
(7.15)

Per trovare la distanza tra la retta e il piano [3.13] troviamo un punto P a nostro piacimento sulla
retta e poi determiniamo la distanza di quel punto dalla retta.
Se t = 0 troviamo che P = (1; 1; 0).
Infine la distanza tra punto e piano è:

d = |1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0 + 2|
√12 + 22 + (−1)2

=
|1 + 2 + 2|
√1 + 4 + 1

=
5
√6

=
5√6
6 (7.16)
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7.5 Sessione ordinaria 2016, quesito n°5

Una sfera, il cui centro è il punto K(−2, −1, 2), è tangente al piano Π avente equazione
2x − 2y + z − 9 = 0. Qual è il punto di tangenza? Qual è il raggio della sfera?

La retta perpendicolare al piano e passante per il centro della sfera passa anche per il punto di
tangenza [5.8]. Quindi scriviamo la retta di vettore dato (il vettore normale al piano) e passante per
un punto (il centro della sfera) [4.2].

⎧

⎨
⎩

x = −2 + 2t
y = −1 − 2t
z = 2 + t

(7.17)

Intersechiamo la retta col piano per trovare il punto di intersezione.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

2x − 2y + z − 9 = 0

⎧

⎨
⎩

x = −2 + 2t
y = −1 − 2t
z = 2 + t

(7.18)

2(−2 + 2t) − 2(−1 − 2t) + (2 + t) − 9 = 0
−4 + 4t + 2 + 4t + 2 + t − 9 = 0

9t − 9 = 0 t = 1
(7.19)

Infine le coordinate del punto T di tangenza sono:

⎧

⎨
⎩

x = −2 + 2 ⋅ 1 = 0
y = −1 − 2 ⋅ 1 = −3
z = 2 + 1 = 3

T = (0; −3; 3) (7.20)

Il raggio della sfera è la distanza del centro dal piano [5.9].

r = |2(−2) − 2(−1) + 2 ⋅ 1 − 9|
√2 + (−2)2 + 12

=
| − 9|
√9

= 3 (7.21)

50



7

So
lu
zi
on

it
em

id
’e
sa
m
e

7.6 Sessione ordinaria 2016, quesito n°9

7.6 Sessione ordinaria 2016, quesito n°9

Date le rette:
⎧

⎨
⎩

x = t
y = 2t
z = t

{
x + y + z − 3 = 0
2x − y = 0

e il punto P(1, 0, −2) determinare l’equazione del piano passante per P e parallelo alle due rette.

Per trovare i coefficienti dell’equazione del piano ax+ by+ cz+ d = 0 costruiamo un sistema in
cui imponiamo il passaggio del piano per il punto P e la perpendicolarità tra il vettore normale al
piano n⃗ = (a;b; c) e il vettore direzione v⃗ e w⃗ individuato dalle due rette [3.10].
Scriviamo la seconda retta in forma parametrica [4.4].

⎧

⎨
⎩

x = k
y = 2k
k + 2k + z − 3 = 0 ; z = −3k + 3

(7.22)

La seconda retta è distinta dalla prima e non può usare lo stesso parametro.
Individuiamo immediatamente il vettore parallelo alle due rette.

v⃗ = (1; 2; 1) ; w⃗ = (1; 2; −3) (7.23)

Costruiamo il sistema relativo al piano.

⎧

⎨
⎩

n⃗ ⋅ v⃗ = a + 2b + c = 0
n⃗ ⋅ w⃗ = a + 2b − 3c = 0
a − 2c + d = 0

(7.24)

⎧

⎨
⎩

I − II = 0 ; c = 0
a = −2b
−2b + d = 0 ; d = 2b

(7.25)

Diamo un valore a piacimento al coefficienti b (b = −1) e otteniamo:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

a = −2b = 2
b = −1
c = 0
d = 2b = −2

(7.26)

Infine l’equazione del piano è:
2x − y − 2 = 0 (7.27)
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7.7 Sessione suppletiva 2016, quesito n°6

I puntiA(3, 4, 1),B(6, 3, 2),C(3, 0, 3),D(0, 1, 2) sono vertici di un quadrilateroABCD. Si dimostri
che tale quadrilatero è un parallelogramma e si controlli se esso è un rettangolo.

Un parallelogramma è un quadrilatero con i lati a due a due uguali e paralleli.
Verifichiamo la lunghezza dei lati [2.1].

dAB = √(6 − 3)2 + (3 − 4)2 + (2 − 1)2 = √32 + 12 + 12 = √9 + 1 + 1 = √11

dBC = √(3 − 6)2 + (0 − 3)2 + (3 − 2)2 = √32 + 32 + 12 = √9 + 9 + 1 = √19

dCD = √(0 − 3)2 + (1 − 0)2 + (2 − 3)2 = √32 + 12 + 12 = √9 + 1 + 1 = √11

dDA = √(3 − 0)2 + (4 − 1)2 + (1 − 2)2 = √32 + 32 + 12 = √9 + 9 + 1 = √19

(7.28)

Se i lati (non contigui) sono paralleli i vettori individuati dalle loro estremità sono proporzionali o
uguali.

A⃗B = (6 − 3; 3 − 4; 2 − 1) = (3; −1; 1)

D⃗C = (3 − 0; 0 − 1; 3 − 2) = (3; −1; 1)

B⃗C = (3 − 6; 0 − 3; 3 − 2) = (−3; −3; 1)

A⃗D = (0 − 3; 1 − 4; 2 − 1) = (−3; −3; 1)

(7.29)

Se il parallelogrammo è rettangolo i precedenti vettori sono a due a due perpendicolari [2.7].

cosα = A⃗B ⋅ B⃗C = 3 ⋅ (−3) + (−1) ⋅ (−3) + 1 ⋅ 1 = −9 + 3 + 1 = −5 ≠ 0

cosβ = B⃗C ⋅ D⃗C = 3 ⋅ (−3) + (−1) ⋅ (−3) + 1 ⋅ 1 = −9 + 3 + 1 = −5 ≠ 0
(7.30)

I coseni sono diversi da zero e quindi gli angoli non sono angoli retti: il parallelogramma non è
rettangolo.

52



7

So
lu
zi
on

it
em

id
’e
sa
m
e

7.8 Sessione suppletiva 2016, quesito n°7

7.8 Sessione suppletiva 2016, quesito n°7

Determinare la distanza tra il punto P(2, 1, 1) e la retta:

{
x + y = z + 1
z = −y + 1

Per determinare la distanza tra un punto e una retta nello spazio [4.8] cominciamo col scrivere la
retta in forma parametrica [4.4].

⎧

⎨
⎩

x = −y + z + 1 = −t − t + 1 + 1 = −2t + 2
y = t
z = −t + 1

(7.31)

Scriviamo l’equazione del piano di vettore n⃗ uguale al vettore direzione v⃗ della retta, ovvero perpen-
dicolare ad essa.

n⃗ = v⃗ = (−2; 1; −1) (7.32)

−2x + y − z + k = 0 (7.33)

E imponiamo che passi per il punto P.

−2 ⋅ 2 + 1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 1 + k = 0
−4 + 1 − 1 + k = 0

k = 4
(7.34)

Troviamo il punto d’intersezione tra piano (−2x + y − z + 4 = 0) e retta facendo sistema tra le due
equazioni e quindi sostituendo le coordinate della retta nell’equazione del piano.

−2(−2t + 2) + 1(t) − 1(−t + 1) + 4 = 0
4t − 4 + t + t − 2 + 4 = 0

6t = 1

t = 1
6

(7.35)

Sostituiamo questo t nell’equazione della retta per ottenere il punto di intersezione H.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

x = −2 (
1
6) + 2 = −

1
3 + 2 = −1 + 6

3 =
5
3

y = 1
6

z = −
1
6 + 1 = −1 + 6

6 =
5
6

(7.36)
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Infine determiniamo la distanza tra il punto P e H ovvero la distanza della retta dal punto dato.

dPH =
√(2 −

5
3)

2
+ (1 −

1
6)

2
+ (1 −

5
6)

2

=
√(

6 − 5
3 )

2
+ (

6 − 1
6 )

2
+ (

6 − 5
6 )

2

=
√(

1
3)

2
+ (

5
6)

2
+ (

1
6)

2

=√
1
9 +

25
36 +

1
36 =√

30
36 =√

5
6

(7.37)
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7.9 Sessione straordinaria 2016, quesito n°4

7.9 Sessione straordinaria 2016, quesito n°4

Dati i puntiA(2, 4, −8) eB(−2, 4, −4) determinare l’equazione della superficie sferica di diametro
AB e l’equazione del piano tangente alla sfera e passante per A.

Se AB è il diametro della sfera allora il centro è il suo punto medio.

c = (
2 − 2
2 ;

4 + 4
2 ;

−8 − 4
2 ) = (0; 4; −6) (7.38)

Il raggio è la distanza del centro dal punto A (o B a piacimento).

r = CA = √(2 − 0)2 + (4 − 4)2 + (−6 + 8)2 = √4 + 4 = √8 (7.39)

Possiamo scrivere l’equazione di una sfera di centro e raggio dati [5.2].

(x − 0)2 + (y − 4)2 + (z + 6)2 = 8
x2 + y2 − 8y + 16 + z2 + 12z + 36 − 8 = 0
x2 + y2 + z2 − 8y + 12z + 44 = 0

(7.40)

Il piano tangente alla sfera è il piano di vettore A⃗B e passante per il punto A [5.7].

A⃗B = (−2 − 2; 4 − 4; −4 + 8) = (−4; 0; 4) (7.41)

−4(x − 2) + 0(y − 4) + 4(z − (−8)) = 0
−4x + 8 + 4z + 32 = 0

−4x + 4z + 40 = 0
x − z − 10 = 0

(7.42)

7.10 Sessione straordinaria 2016, quesito n°9

Dati i punti A(−2, 0, 1), B(1, 1, 2), C(0, −1, −2),D(1, 1, 0) determinare l’equazione del piano α
passante per i punti A,B,C e l’equazione della retta passante perD e perpendicolare al piano α.

Dobbiamo trovare l’equazione di un piano passante per tre punti [3.5]. Sostituiamo le coordinate
dei tre punti nell’equazione del piano ax + by + cz + d = 0.

⎧

⎨
⎩

−2a + c + d = 0
a + b + 2c + d = 0
−b − 2c + d = 0

(7.43)

Risolviamo il sistema lineare ottenuto con il metodo di sostituzione, mettendo evidenza d nella
prima equazione e sostituendola nelle altre due.

⎧

⎨
⎩

d = 2a − c
a + b + 2c + 2a − c = 0
−b − 2c + 2a − c = 0

; {
3a + b + c = 0
2a − b − 3c = 0

(7.44)
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Poi mettiamo in evidenza c nella prima rimasta.

{
c = −3a − b
2a − b − 3(−3a − b) = 0

; 2a − b + 9a + 3b = 0

11a + 2b = 0 ; 2b = −11a ; b = −
11
2 a

(7.45)

⎧

⎨
⎩

c = −3a − b = −3a − (−
11
2 a) =

−6a + 11a
2 =

5
2a

d = 2a − c = 2a − 5
2a =

4 − 5
2 a = −

a
2

(7.46)

A questo punto abbiamo espresso tutti i coefficienti in funzione di uno di essi (la a). Poniamo per

semplicità a = 2 e calcoliamo a cascata il valore degli altri parametri.

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

a = 2

b = −
11
2 a = −11

c = 5
2a = 5

d = −
a
2 = −1

(7.47)

Infine l’equazione del piano è: 2x − 11y + 5z − 1 = 0.

L’equazione della retta è quella di vettore v⃗ uguale al vettore n⃗ normale al piano e passante per
il puntoD [4.5].

v⃗ = n⃗ = (2; −11; 5) (7.48)

⎧

⎨
⎩

x = 2t + 1
y = −11t + 1
z = 5t

(7.49)
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7.11 Sessione ordinaria 2017, quesito n°5

7.11 Sessione ordinaria 2017, quesito n°5

Dati i punti A(−2, 3, 1), B(3, 0, −1), C(2, 2, −3), determinare l’equazione della retta r passante
per A e per B e l’equazione del piano π perpendicolare ad r e passante per C.

Scriviamo la retta passante per due punti [4.3] ovvero quella di vettore A⃗B e passante per A.

A⃗B = (3 − (−2); 0 − 3; −1 − 1) = (5; −3; −2) (7.50)

⎧

⎨
⎩

x = 5t − 2
y = −3t + 3
z = −2t + 1

(7.51)

Il piano ad essa perpendicolare è quello che ha come vettore normale il vettore A⃗B e passa per il
punto C [3.4].

5(x − 2) − 3(y − 2) − 2(z + 3) = 0
5x − 10 − 3y + 6 − 2z − 6 = 0

5x − 3y − 2z − 10 = 0
(7.52)

7.12 Sessione ordinaria 2017, quesito n°7

Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio√6 tangenti al piano π di equazione:

x + 2y − z + 1 = 0

nel suo punto P di coordinate (1, 0, 2).

I centri delle sfere stanno sulla retta passante per il punto P e perpendicolare al piano [4.5]:
troviamola.

v⃗ = n⃗ = (1; 2; −1) (7.53)

⎧

⎨
⎩

x = t + 1
y = 2t
z = −t + 2

(7.54)

La distanza dei due centri possibili dal punto P è uguale al raggio: imponendo questa condizione
troviamo il valore del parametro t associato a questi due punti e quindi i punti stessi.

dCP = r

√(t + 1 − 1)2 + (2t)2 + (−t + 2 − 2)2 = √6
√t2 + 4t2 + t2 = √6

6t2 = 6 ; t2 = 1 ; t = ±1

(7.55)

⎧

⎨
⎩

x = 1 + 1 = 2
y = 2 ⋅ 1 = 2
z = −1 + 2 = 1

;
⎧

⎨
⎩

x = −1 + 1 = 0
y = 2(−1) = −2
z = −(−1) + 2 = 3

(7.56)

C1 = (2; 2; 1) ; C2 = (0; −2; 3) (7.57)
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7.13 Sessione supplettiva 2017, quesito n°2

Determinare l’equazione della retta perpendicolare nel punto (1, 0, 3) al piano di equazione
3x + 2y − z = 0.

Dobbiamo trovare la retta passante per il punto e perpendicolare ad un piano [4.5].

v⃗ = n⃗ = (3; 2; −1) (7.58)

⎧

⎨
⎩

x = 3t + 1
y = 2t
z = −t + 3

(7.59)

7.14 Sessione supplettiva 2017, quesito n°6

Determinare la distanza tra il punto P(6, 6, 8) e la retta:

{
x − y = 2z + 1
z = y + 1

Per determinare la distanza tra un punto P e una retta nello spazio [4.8] cominciamo col scrivere
la retta in forma parametrica [4.4].

⎧

⎨
⎩

x = y + 2z + 1 = t + 2t + 2 + 1 = 3t + 3
y = t
z = t + 1

(7.60)

Scriviamo l’equazione del piano di vettore n⃗ uguale al vettore direzione v⃗ della retta, ovvero perpen-
dicolare ad essa.

n⃗ = v⃗ = (3; 1; 1) (7.61)

3x + y + z + k = 0 (7.62)

E imponiamo che passi per il punto P.

3 ⋅ 6 + 1 ⋅ 6 + 1 ⋅ 8 + k = 0
18 + 6 + 8 + k = 0

k = −32
(7.63)

Troviamo il punto d’intersezione tra piano (3x + y − z − 32 = 0) e retta facendo sistema tra le due
equazioni e quindi sostituendo le coordinate della retta nell’equazione del piano.

3(3t + 3) + 1(t) + 1(t + 1) − 32 = 0
9t + 9 + t + t + 1 − 32 = 0

11t = 22

t = 22
11 = 2

(7.64)
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7.15 Sessione straordinaria 2017, quesito n°6

Sostituiamo questo t nell’equazione della retta per ottenere il punto di intersezione H.

⎧

⎨
⎩

x = 3(2) + 3 = 6 + 3 = 9
y = 2
z = 2 + 1 = 3

(7.65)

Infine determiniamo la distanza tra il punto P e H ovvero la distanza della retta dal punto dato.

dPH = √(9 − 6)2 + (6 − 2)2 + (8 − 3)2

= √32 + 42 + 52

= √9 + 16 + 25 = √50 = 5√2

(7.66)

7.15 Sessione straordinaria 2017, quesito n°6

In un sistema di riferimento cartesiano il piano π di equazione 3x − 4y − 22 = 0 è tangente a
una sfera avente come centro il punto C(3; 3; 0). Determinare il raggio della sfera.

Se la sfera è tangente al piano il raggio è la distanza del centro dal piano [5.9].

r = |3(3) − 4(3) − 22|
√32 + 42

=
|9 − 12 − 22|
√9 + 16

=
|25|
√25

=
25
5 = 5 (7.67)

7.16 Sessione straordinaria 2017, quesito n°8

Determinare l’equazione della retta perpendicolare nel punto (1; 1; 0) al piano di equazione
2x − 2y + z = 0.

Dobbiamo trovare la retta passante per il punto e perpendicolare ad un piano [4.5].

v⃗ = n⃗ = (2; −2; 1) (7.68)

⎧

⎨
⎩

x = 2t + 1
y = −2t + 1
z = t

(7.69)
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7.17 Sessione ordinaria 2018, quesito n°6

Determinare l’equazione della superficie sferica S, con centro sulla retta r ∶
⎧

⎨
⎩

x = t
y = t t ∈ ℜ
z = t

tangente al piano π ∶ 3x − y − 2z − 14 = 0 nel punto T(−4, 0, 1).

Il centro della sfera si trova nell’intersezione tra la retta data e quella perpendicolare al piano per
il punto T. Determiniamo quindi quest’ultima retta [4.5].

v⃗ = n⃗ = (3; −1; −2) (7.70)

⎧

⎨
⎩

x = 3k − 4
y = −k
z = −2k + 1

(7.71)

Intersechiamo le due rette eguagliando le rispettive coordinate e ottenendo il valore del parametro t
o k che ci darà le coordinate del centro della sfera.

⎧

⎨
⎩

t = 3k − 4
t = −k
t = −2k + 1

;
⎧

⎨
⎩

−k = 3k − 4
t = −k
−k = −2k + 1

(7.72)

Dalla prima:
4k = 4 ; k = 1 (7.73)

Confermato dalla terza equazione:

−1 = −2 ⋅ 1 ; −1 = −1 (7.74)

Il centro ha coordinate:
⎧

⎨
⎩

x = 3 ⋅ 1 − 4 = −1
y = −1
z = −2 ⋅ 1 + 1 = −1

(7.75)

Il raggio è la distanza del punto T dal centro.

r = √(−4 − (−1))2 + (0 − (−1))+(1 − (−1))2 = √32 + 12 + 22 = √9 + 1 + 4 = √14 (7.76)

Infine l’equazione della sfera di centro e raggio dati [5.2] é:.

(x + 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 = 14
x2 + 2x + 1 + y2 + 2x + 1 + z2 + 2z + 1 − 14 = 0
x2 + y2 + z2 + 2x + 2y + 2z − 11 = 0

(7.77)
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7.18 Sessione ordinaria 2018, quesito n°9

7.18 Sessione ordinaria 2018, quesito n°9

Sono dati, nello spazio tridimensionale, i punti A(3, 1, 0), B(3, −1, 2), C(1, 1, 2).
Dopo aver verificato che ABC è un triangolo equilatero e che è contenuto nel piano α di

equazione x+y+z−4 = 0, stabilire quali sono i punti P tali cheABCP sia un tetraedro regolare.

Se ABC è un triangolo equilatero il lati hanno la stessa lunghezza: verifichiamolo.

AB = √(3 − 3)2 + (−1 − 1)2 + (2 − 0)2 = √22 + 22 = √8

BC = √(1 − 3)2 + (1 + 1)2 + (2 − 2)2 = √22 + 22 = √8

CA = √(3 − 1)2 + (1 − 1)2 + (0 − 2)2 = √22 + 22 = √8

(7.78)

Se i punti sono contenuti nel piano devono soddisfare l’equazione del piano.

A 2 + 1 + 0 − 4 = 0
B 3 − 1 + 2 − 4 = 0
C 1 + 1 + 2 − 4 = 0

(7.79)

Se il punto P = (x;y; z) è il quarto vertice di un tetraedro regolare allora è equidistante dagli altri
punti e questa distanza è la stessa trovata tra i vertici del triangolo.

PA = PB = PC = √8 (7.80)

Sviluppiamo le tre eguaglianze ottenendo tre equazioni nelle tre incognite delle coordinate del punto.

PA = PB
(x − 3)2 + (y − 1)2 + z2 = (x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2

y2 − 2y + 1 + z2 = y2 + 2y + 4 + z2 − 4z + 4
−4y = −4z + 4

y = z − 1

(7.81)

PB = PC
(x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = (x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2

x2 − 6x + 9 + y2 + 2y + 1 = x2 − 2x + 1 + y2 − 2y + 1
−4x = −4y − 8

x = y + 2

(7.82)

PC = √8
(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 8

(7.83)

Mettiamo a sistema le tre relazioni trovate.

⎧

⎨
⎩

y = z − 1
x = y + 2
(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 8

;
⎧

⎨
⎩

y = z − 1
x = z − 1 + 2 = z + 1
(z + 1 − 1)2 + (z − 1 − 1)2 + (z − 2)2 = 8

(7.84)
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z2 + (z − 2)2 + (z − 2)2 = 8
z2 + z2 − 4z + 4 + z2 − 4z + 4 − 8 = 0

3z2 − 8z = 0
z(3z − 8) = 0

z = 0 ; z = 8
3

(7.85)

Infine le coordinate dei due punti sono:

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

x = z + 1 = 8
3 + 1 = 8 + 3

3 =
11
3

y = z − 1 = 8
3 − 1 = 8 − 3

3 =
5
3

z = 8
3

;
⎧

⎨
⎩

x = z + 1 = 1
y = z − 1 = −1
z = 0

(7.86)

7.19 Sessione suppletiva 2018, quesito n°3

Determinare l’equazione della superficie sferica di centro C(1, −1, 2) tangente al piano di equa-
zione x − y + z = 10 e le coordinate del punto di contatto tra la superficie sferica e il piano.

Il raggio della sfera tangente è la distanza del centro della sfera dal piano [5.9].

r = |1 − 1(−1) + 2 − 10|
√12 + 12 + 12

=
6
√3

= 2√3 (7.87)

Per cui l’equazione della sfera [5.2] è:

(x − 1)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = (2√3)2

x2 − 2x + 1 + y2 + 2y + 1 + z2 − 4z + 4 = 12
x2 + y2 + z2 − 2x + 2y − 4z − 6 = 0

(7.88)

Prendiamo la retta perpendicolare al piano e passante per il centro della sfera [4.2] : questa retta
interseca il piano nel punto T di contatto con la sfera.

v⃗ = n⃗ = (1; −1; 1) (7.89)

⎧

⎨
⎩

x = t + 1
y = −t − 1
z = t + 2

(7.90)

Intersechiamo la retta col piano mettendo a sistema le due equazioni.

(t + 1) − (−t − 1) + (t + 2) = 10
t + 1 + t + 1 + t + 2 = 10

3t = 6
t = 2

(7.91)

Per cui le coordinate del punto T di contatto sono:

⎧

⎨
⎩

x = t + 1 = 2 + 1 = 3
y = −t − 1 = −2 − 1 = −3
z = t + 2 = 2 + 2 = 4

; T(3; −3; 4) (7.92)
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7.20 Sessione suppletiva 2018, quesito n°9

7.20 Sessione suppletiva 2018, quesito n°9

Determinare il luogo geometrico dei punti P(x,y, z) equidistanti dai punti
A(0, 1, 2) e B(−3, 2, 0).

Il luogo cercato è il piano passante per il punto medio tra A e B e di direzione il vettore A⃗B.

Pm = (
0 − 3
2 ;

1 + 2
2 ;

2 + 0
2 )) = (−

3
2 ;

3
2 ; 1) (7.93)

A⃗B = (−3 − 0; 2 − 1; 0 − 2) = (−3; 1; −2) (7.94)

−3x + y − 2z = k (7.95)

Imponiamo il passaggio per il punto medio.

−3 (−
3
2) +

3
2 ⋅ 1 − 2 ⋅ 1 = k

9
2 +

3
2 − 2 = k

k =9 + 3 − 4
2 = 4

(7.96)

Il piano ha quindi equazione:
3x − y + 2z + 4 = 0 (7.97)

7.21 Sessione straordinaria 2018, quesito n°2

Determinare il raggio della sfera di centro C(2, 2, 2) tangente al piano di equazione:

x + 2y + z = 12

Il raggio della sfera tangente è la distanza del centro della sfera dal piano [5.9].

r = |1 ⋅ 2 + 2 ⋅ 2 + 1 ⋅ 2 − 12|
√12 + 22 + 12

=
4
√6

=
2√6
3 (7.98)

7.22 Sessione straordinaria 2018, quesito n°8

Determinare le coordinate dei punti nello spazio che giacciono sulla retta perpendicolare nel
punto [1; 1; 1] al piano di equazione 2x − y − z = 0, a distanza 6 da tale piano.

Determiniamo innanzi tutto l’equazione della retta perpendicolare al piano nel suo punto P [4.2].

v⃗ = n⃗ = (2; −1; −1) (7.99)

⎧

⎨
⎩

x = 2t + 1
y = −t + 1
z = −t + 1

(7.100)
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Troviamo i valori del parametro t per cui la distanza dal piano di un punto sulla retta vale 6.

d = |2(2t + 1) − (−t + 1) − (−t + 1)|
√22 + 12 + 12

= 6

|4t + 2 + t − 1 + t − 1|
√4 + 1 + 1

= 6

|6t|
√6

= 6 ; |t| = √6 ; t = ±√6

(7.101)

In corrispondenza dei due valori di t individuati troviamo le coordinate dei punti cercati.

⎧⎪
⎨⎪
⎩

x1 = 2√6 + 1

y1 = −√6 + 1

z1 = −√6 + 1

;
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x2 = −2√6 + 1

y2 = √6 + 1

z2 = √6 + 1

(7.102)

7.23 Sessione ordinaria 2019, quesito n°4

Dati i puntiA(2, 0, −1) e B(−2, 2, 1), provare che il luogo geometrico dei punti P dello spazio, tali
che PA = √2 PB, è costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione cartesiana.
Verificare che il punto T(−10, 8, 7) appartiene a S e determinare il piano tangente in T a S.

Traduciamo in equazione la relazione indicata dal testo, ponendo come incognita le coordinate
dei punti P = (x;y; z).

PA = √2 PB

(PA)2 = (√2 PB)2

(x − 2)2 + y2 + (z + 1)2 = 2[(x + 2)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2]
x2 − 4x + 4 + y2 + z2 + 2z + 1 = 2[x2 + 4x + 4 + y2 − 4y + 4 + z2 − 2z + 1]
x2 − 4x + 4 + y2 + z2 + 2z + 1 = 2x2 + 8x + 8 + 2y2 − 8y + 8 + 2z2 − 4z + 2

0 = x2 + y2 + z2 + 12x − 8y − 6z + 13

(7.103)

Abbiamo l’equazione di una sfera di centro C.

C = (−
12
2 ; −

−8
2 ; −

−6
2 ) = (−6; 4; 3) (7.104)

Verifichiamo che il punto T appartiene alla sfera.

(−10)2 + 82 + 72 + 12(−10) − 8 ⋅ 8 − 6 ⋅ 7 + 13 = 100 + 64 + 49 − 120 − 64 − 42 + 13 = 0 (7.105)

Il piano tangente alla sfera in T è il piano passante per T di vettore T⃗C

T⃗C = (−6 − (−10); 4 − 8; 3 − 7) = (4; −4; −4) (7.106)

4(x + 10) − 4(y − 8) − 4(z − 7) = 0
4x + 40 − 4y + 32 − 4z + 28 = 0

4x − 4y − 4z + 100 = 0
x − y − z + 25 = 0

(7.107)
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7.24 Sessione suppletiva 2019, quesito n°4

7.24 Sessione suppletiva 2019, quesito n°4

Considerati i punti A(2, 3, 6), B(6, 2, −3), C(3, −6, 2) nello spazio tridimensionale, verificare che
i segmentiOA,OB,OC (dove il puntoO indica l’origine degli assi) costituiscono tre spigoli di
un cubo. Determinare il centro e raggio della sfera S circoscritta a tale cubo.

Verifichiamo che la lunghezza dei tre segmenti sia la stessa.

OA = √22 + 32 + 62 = √4 + 9 + 36 = √49 = 7

OB = √62 + 22 + 32 = √36 + 4 + 9 = √49 = 7

OC = √32 + 62 + 22 = √9 + 36 + 4 = √49 = 7

(7.108)

Verifichiamo che i vettori associati ai tre segmenti siano a due a due ortogonali [2.7] e quindi il loro
prodotto scalare sia nullo.

O⃗A = (2; 3; 6)

O⃗B = (6; 2; −3)

O⃗C = (3; −6; 2)

(7.109)

O⃗A ⋅ O⃗B = 2 ⋅ 6 + 3 ⋅ 2 + 6(−3) = 12 + 6 − 18 = 0

O⃗B ⋅ O⃗C = 6 ⋅ 3 + 2(−6) − 3 ⋅ 2 = 18 − 12 − 6 = 0

O⃗C ⋅ O⃗A = 3 ⋅ 2 − 6 ⋅ 3 + 2 ⋅ 6 = 6 − 18 + 12 = 0

(7.110)

La sfera richiesta è circoscritta al cubo cioè lo contiene. Analogamente alla circonferenza circoscritta
ad un triangolo qui la sfera passa per i vertici del cubo: abbiamo una sfera passante per quattro punti
[5.5].
Sostituiamo le coordinate dei quattro punti nell’equazione della sfera
x2 + y2 + z2 + ax + by + cz + d = 0.

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

22 + 32 + 62 + 2a + 3b + 6c + d = 0
62 + 22 + (−3)2 + 6a + 2b − 3c + d = 0
32 + (−6)2 + 22 + 3a − 6b + 2c + d = 0
d = 0

;
⎧

⎨
⎩

49 + 2a + 3b + 6c = 0
49 + 6a + 2b − 3c = 0
49 + 3a − 6b + 2c = 0

(7.111)

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

a = −
3
2b − 3c − 49

2
49 − 9b − 18c − 147 + 2b − 3c = 0

49 − 9
2b − 9c − 147

2 − 6b + 2c

; {
−98 − 7b − 21c = 0
98 − 9b − 18c − 147 − 12b + 4c = 0

(7.112)

{
−14 − b − 3c = 0
−49 − 21b − 14c = 0

; {
b = −14 − 3c
−7 − 3b − 2c = 0

(7.113)

−7 − 3(−14 − 3c) − 2c = 0 ; −7 + 42 + 9c − 2c = 0 ; 7c = −35 ; c = −5 (7.114)

Sostituiamo a ritroso il valore ottenuto.

⎧⎪
⎨⎪
⎩

c = −5
b = −14 − 3c = −14 + 15 = 1

a = −
3
2b − 3c − 49

2 = −
3
2 + 15 − 49

2 =
−3 + 30 − 49

2 = −11
(7.115)
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Infine l’equazione della sfera é:

x2 + y2 + z2 − 11x + y − 5z = 0 (7.116)

Il centro e raggio della sfera [5.3] sono:

C = (
11
2 ; −

1
2 ;

5
2) (7.117)

r =
√(−

11
2 )

2
+ (

1
2)

2
+ (−

5
2)

2
− 0 =√

121
4 +

1
4 +

25
4 =√

147
4 =

7√3
2 (7.118)

7.25 Sessione straordinaria 2019, quesito n°4

Dopo aver verificato che il punto T(1, 0, 1) appartiene al piano π ∶ x − 2y + 2z = 3, determinare
l’equazione della superficie sferica passante per il punto P(1, 0, 5) e tangente in T al piano π.

Verifichiamo che il punto T appartiene al piano π [3.6].

1 − 2 ⋅ 0 + 2 ⋅ 1 − 3 = 1 + 2 − 3 = 0 (7.119)

Il centro della sfera tangente al piano deve trovarsi sulla retta perpendicolare al piano passante per il
suo punto di tangenza T [4.5].

v⃗ = n⃗ = (1; −2; 2) (7.120)

⎧

⎨
⎩

x = t + 1
y = −2t
z = 2t + 1

(7.121)

Sappiamo che le distanze del centro C = (x;y; z) dal punto P e dal punto T devono essere uguali e
uguali al raggio della sfera: da questa condizione ricaviamo il valore del parametro t associato al
centro.

CP = CT = r
CP2 = CT 2

(x − 1)2 + y2 + (z − 5)2 = (x − 1)2 + y2 + (z − 1)2

z2 − 10z + 25 = z2 − 2z + 1
−8z + 24 = 0

z − 3 = 0
2t + 1 − 3 = 0

2t = 2 ; t = 1

(7.122)

Il centro ha coordinate:

⎧

⎨
⎩

x = t + 1 = 1 + 1 = 2
y = −2t = −2
z = 2t + 1 = 2 + 1 = 3

; C = (2; −2; 3) (7.123)

Il raggio vale:

r = CP = √(2 − 1)2 + (0 + 2)2 + (5 − 3)2 = √12 + 22 + 22 = √1 + 4 + 4 = √9 = 3 (7.124)
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7.26 Sessione ordinaria 2019, calendario australe, quesito n°4

Infine la sfera ha equazione:

(x − 2)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 32

x2 − 4x + 4 + y2 + 4y + 4 + z2 − 6z + 9 − 9 = 0
x2 + y2 + z2 − 4x + 4y − 6z + 8 = 0

(7.125)

7.26 Sessione ordinaria 2019, calendario australe, quesito n°4

Assegnati nello spazio i punti A(1, 0, −1) e B(−3, −2, 0), sia r la retta passante per A e B.
Scrivere l’equazione del piano π, passante per il punto P(−1, 3, 4) e perpendicolare a r.
Determinare le coordinate del puntoQ, simmetrico di P rispetto a r.

Il piano π ha come vettore direzione il vettore A⃗B e passa per il punto P [3.4].

n⃗ = A⃗B = (−3 − 1; −2 − 0; 0 + 1) = (−4; −2; 1) (7.126)

−4(x + 1) − 2(y − 3) + (z − 4) = 0
−4x − 4 − 2y + 6 + z − 4 = 0

−4x − 2y + z − 2 = 0
(7.127)

Il puntoQ = (xq;yq; zq) è tale per cui i punti della retta sono punti medi traQ e P [2.2]: scriviamo
l’equazione della retta r e poi questa condizione.
La retta ha come vettore direzione A⃗B e passa per il punto A (o B) [4.2].

⎧

⎨
⎩

x = −4t + 1
y = −2t
z = t − 1

(7.128)

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

xq − 1
2 = −4t + 1

yq + 3
2 = −2t

zq + 4
2 = t − 1

;
⎧

⎨
⎩

xq − 1 = −8t + 2
yq + 3 = −4t
zq + 4 = 2t − 2

;
⎧

⎨
⎩

xq = −8t + 3
yq = −4t − 3
zq = 2t − 6

(7.129)

L’ulteriore condizione per determinare un valore del parametro t è che il punto Q sta sul piano
passante per il punto P e perpendicolare alla retta data, cioè il piano prima trovato. Scriviamo la
condizione di appartenenza del puntoQ al piano.

−4(−8t + 3) − 2(−4t − 3) + (2t − 6) − 2 = 0
32t − 12 + 8t + 6 + 2t − 6 − 2 = 0

42t = 14 ; t = 1
3

(7.130)

Infine:

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

xq = −8t + 3 = −8 (
1
3) + 3 = −8 + 9

3 =
1
3

yq = −4t − 3 = −4 (
1
3) − 3 = −4 − 9

3 = −
13
3

zq = 2t − 6 = 2 (
1
3) − 6 = 2 − 18

3 = −
16
3

; Q = (
1
3 ; −

13
3 ; −

16
3 ) (7.131)
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7.27 Sessione ordinaria 2019, calendario boreale, quesito n°4

Sono assegnati, nello spazio tridimensionale, i punti A(−1, 3, 2), B(3, 4, 2), C(5, 1, 4),D(1, 0, 4).
Dopo aver dimostrato che ABCD è un rombo, determina l’area di tale rombo ed il raggio della
circonferenza in esso inscritta.

Il rombo è un poligono con i lati uguali. Verifichiamolo in riferimenti ai punti dati.

AB = √(3 + 1)2 + (4 − 3)2 + (2 − 2)2 = √42 + 12 = √16 + 1 = √17

BC = √(5 − 3)2 + (1 − 4)2 + (4 − 2)2 = √22 + +32 + 22 = √4 + 9 + 4 = √17

CD = √(1 − 5)2 + (0 − 1)2 + (4 − 4)2 = √42 + 12 = √16 + 1 = √17

AD = √(1 + 1)2 + (0 − 3)2 + (4 − 2)2 = √22 + +32 + 22 = √4 + 9 + 4 = √17

(7.132)

Tuttavia non siamo sicuri che sia un rombo se non verifichiamo che i punti siano su uno stesso piano
oppure che i vettori associati ai lati siano a due a due paralleli: seguiamo quest’ultima strada.

A⃗B = (3 + 1; 4 − 3; 2 − 2) = (4; 1; 0)

B⃗C = (5 − 3; 1 − 4; 4 − 2) = (2; −3; 2)

C⃗D = (1 − 5; 0 − 1; 4 − 4) = (−4 ∶ −1; 0)

D⃗A = (−1 − 1; 3 − 0; 2 − 4) = (−2; 3; −2)

(7.133)

I vettori sono a due a due uguali (a meno del segno) e quindi paralleli.

L’area del rombo è il semiprodotto della diagonale maggiore per quella minore.

AC = √(5 + 1)2 + (1 − 3)2 + (4 − 2)2 = √62 + 22 + 22 = √36 + 4 + 4 = √44 (7.134)

DB = √(1 − 3)2 + (0 − 4)2 + (4 − 2)2 = √22 + 42 + 22 = √4 + 16 + 4 = √24 (7.135)

Ar =
AC ⋅DB

2 =
√44 ⋅ √24

2 = 2√66 (7.136)

Per quanto riguarda il raggio della circonferenza inscritta possiamo recuperare in qualche libro delle
medie che esso è uguale all’area del rombo fratto il doppio della misura del lato.

r = Ar
2 ⋅AB =

2√66
2√17

=√
66
17 (7.137)
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7.28 Sessione ordinaria 2023, quesito n°3

7.28 Sessione ordinaria 2023, quesito n°3

Considerata la retta r passante per i due punti A(1, −2, 0) e B(2, 3, −1), determinare l’equazione
cartesiana della superficie sferica di centro C(1, −6, 7) e tangente a r.

La distanza del centro della sfera dalla retta è la lunghezza del segmento individuato dall’unica
retta perpendicolare alla retta data e passante per il centro della sfera e per il piede Pr della perpendi-
colare alla retta. Questa distanza è anche il raggio della circonferenza. La circonferenza è tangente
alla retta, così come il suo raggio è perpendicolare alla retta data.

Troviamo la distanza del centro dalla retta, cioè la distanza di un punto da una retta [4.8].
Scriviamo l’equazione della retta per i due punti in forma parametrica. Il vettore direzione è:

n⃗ = A⃗B = (2 − 1; 3 − (−2); −1 − 0) = (1; 5; −1) (7.138)

La retta (passante per A) [4.2] è:

⎧

⎨
⎩

x = t + 1
y = 5t − 2
z = −t

(7.139)

Scriviamo l’equazione del piano passante per C e perpendicolare alla retta data, ovvero il piano
passante per C e di vettore direzione n⃗ [3.4].

1(x − 1) + 5(y − (−6)) − 1(z − 7) = 0
x − 1 + 5y + 30 − z + 7 = 0

x + 5y − z + 36 = 0
(7.140)

Troviamo le coordinate del punto Pr di intersezione del piano con la retta sostituendo le coordinate
della retta nell’equazione del piano.

(t + 1) + 5(5t − 2) − (−t) + 36 = 0
t + 1 + 25t − 10 + t + 36 = 0

27t + 27 = 0

t = −
27
27 = −1

(7.141)

Il punto Pr ha coordinate:

⎧

⎨
⎩

x = −1 + 1 = 0
y = 5(−1) − 2 = −7
z = −(−1) = 1

Pr = (0; −7; 1) (7.142)

Il raggio, distanza tra Pr e C, è:

√(0 − 1)2 + (−7 + 6)2 + (1 − 7)2 = √1 + 1 + 36 = √38 (7.143)

Infine l’equazione della circonferenza è:

(x − 1)2 + (y + 6)2 + (z − 7)2 = 38 (7.144)
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